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“Apesar de, se deve amar
apesar de, se deve comer
apesar de, se deve sofrer
apesar de, se deve viver.

Inclusive, muitas vezes é o proprio apesar de
que nos empurra para a frente

foi o apesar de que me criou uma angstia
que, insatisfeita,

foi criadora da minha propria existéncia”

(Clarice Lispector)
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Resumo

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre modelos integraveis em dimensoes
maiores que dois e em especial do modelo de Skyrme-Faddeev. Também se propos
um submodelo para o modelo de Skyrme-Faddeev no SU(N).

O modelo, idealizado por Skyrme [19] para o SU(2), insere na Lagrangeana
termos com derivadas de ordem maior que dois. A insercao destes termos se da
para que o modelo possua sélitons estdticos estdveis em (34+1) dimensoes. Faddeev
[8] generalizou a idéia de Skyrme para modelos que vivem na esfera e mostrou a
existéncia de sélitons com carga topolégica dada pelo nimero de Hopf, i.e. m3(S?).
Mais recentemente Faddeev e Niemi [11] conjecturaram que aquele modelo descreve
o limite de baixas energias da teoria de Yang-Mills do SU(N) sem matéria. Os
solitons de Hopf poderiam ser interpretados como as glueballs.

Partindo da Lagrangeana proposta por Faddeev, foram encontradas as equacoes
de movimento em termos da condicao de curvatura nula. Encontrada a curvatura
nula, iniciou-se um estudo do modelo para o SU(3) que posteriormente foi general-
izado para o SU(N). Neste estudo foi realizada uma parametrizagdo do SU(3) em
termos de trés campos complexos uq, ug, u3 € entao o potencial da curvatura nula foi
escrito em termos dos campos complexos. A condi¢ao de curvatura nula foi entao es-
crita em uma representagio genérica que contém a representagao adjunta do SU(3)
para que se pudesse verificar os vinculos relevantes para se obter um submodelo

integravel.

Palavras Chaves: Solitons; Modelos Integraveis; Modelo de Sine-Gordon; Modelos
Sigma Nao-lineares; Modelos de Skyrme-Faddeev.

Areas do conhecimento: Teoria de Grupos; Teoria Classica de Campos; Teoria
Quantica de Campos; Fisica-Matematica.
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Abstract

In this work we made a study about integrable systems in dimensions greater
than two, specially the Skyrme-Faddeev model. We also proposed a submodel for
the SU(N) Skyrme-Faddeev model.

The model idealized by Skyrme [19] to SU(2) has in its Lagrangian derivative
terms with order greater than two. These new terms are important to have stable
static soliton like solutions in (3+1) dimensions. Faddeev [8] generalized the Skyrme
idea to models in the sphere and shown the existence of solitons with topological
charge given by the Hopf number, i.e. 73(S?). More recently, Faddeev and Niemi
[11] conjectured that the Skyrme-Faddeev model could describe the infrared limit
of the Yang-Mills theory for the SU(N) without matter. The Hopf solitons could be
interpreted as the glueballs.

We found the equations of motion of the Skyrme-Faddeev model in terms of the
zero curvature condition. A study of the model to SU(3) was made and generalized to
SU(N). A parametrization of SU(3) in terms of the complex fields u1, us, us was made
and the zero curvature potential was then written as function of the complex fields.
Finally we wrote the zero curvature condition in a generical SU(3) representation in

order to verify the relevant constraints that lead to an integrable submodel.
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Capitulo 1

Introducao

Grande parte dos fenomenos da natureza podem ser descritos por teorias nao line-
ares. Alguns destes sistemas sao bastante complexos e dificeis de serem tratados
exatamente. Os sistemas muito complexos podem ser tratados, por exemplo nu-
mericamente ou através de discretizacao na rede.

Os sistemas nao-lineares que podem ser tratados exatamente possuem um alto
grau de simetria e alguns deles apresentam solugoes tipo séliton.

Praticamente todas as teorias em (141) dimensdes que possuem sélitons sdo
integraveis no sentido que suas equacoes de movimento podem ser escritas em termos

da equacao de Lax-Zakharov-Shabat -ou condicao de curvatura nula,
O, +A,,0,+A,]=0

O modelo de Sine-Gordon é colocado neste trabalho para exemplificar a integra-
bilidade em (1+1) dimensoes e para mostrar que a condi¢do de curvatura nula em
2 dimensoes é uma lei de conservacao .

O. Alvarez, L.A. Ferreira and J.S. Guillén [2] propuseram uma generalizac¢do
da condigao de curvatura nula para teorias de campo relativisticas em dimensoes
maiores que 2. Esta generalizagdo é baseada em um principio geométrico formulado
no espaco dos loops e proporciona um critério de integrabilidade para dimensoes
maiores que 2. Este critério permite que se chegue a novos modelos integraveis e
pode ser utilizado para construir um nimero infinito de correntes conservadas nao
triviais, além de permitir que se encontrem novas solugoes para alguns modelos de

interesse fisico, tais como:
1. Chern-Simons
2. Modelos Sigma Nao lineares

3. Yang-Mills autodual



4. Equagoes de Bogomolny (monopolos BPS)
5. Modelos de Skyrme-Faddeev

Em algumas situagoes é possivel se chegar a um numero infinito de correntes
conservadas locais sem que seja necessario impor vinculos. Entretanto, na maior
parte dos casos, é necessario impor vinculos para que se chegue a um submodelo
com um numero infinito de correntes conservadas locais.

Neste trabalho é realizado um estudo do modelo de Skyrme-Faddeev para o
SU(N). O modelo, idealizado por Skyrme [19] para o SU(2), insere na Lagrangeana
termos com derivadas de ordem maior que dois. A insercao destes termos se da para
que o modelo possua sélitons estaveis em (3+1) dimensoes. Faddeev [8] generalizou a
idéia de Skyrme para modelos que vivem na esfera. Posteriormente, Faddeev e Niemi
[11] conjecturaram que no limite infravermelho da teoria de Yang-Mills o parametro
de ordem correto é dado por N-1 campos vetoriais mutuamente ortogonais mg, onde
a=1,---,N? —1 = Dim[SU(N)], de modo que tais campos descrevem N(N — 1)
varidveis independentes. Em termos das novas varidveis, a Lagrangeana efetiva da
teoria de Yang-Mills de baixas energias sem matéria seria entao dada por

M?

1
L = 2Z (8“mi)2 + ?( [aumi, a,,mz] )2

onde M; é um fator de massa, m; sdo vetores na érbita SU(N)/U(1)¥ ! e e; é uma
constante de acoplamento adimensional, com ¢ =1,---, N — 1; é possivel encontrar
sOlitons estaveis que seriam os candidatos naturais para descrever as glueballs.

Partindo da Lagrangeana de Skyrme-Faddeev foram encontradas as equacoes de
movimento em termos da condicao de curvatura nula. Encontrada a curvatura nula,
viu-se que o numero de correntes conservadas era igual a dimensao da representagao
do SU(N) de modo que era necessario buscar uma representagao infinita para obter
um nimero infinito de quantidades conservadas.

Iniciou-se entdao, um estudo do modelo para o SU(3) que posteriormente foi
generalizado para o SU(N). Neste estudo foi realizada uma parametrizacdo do SU(3)
em termos dos campos complexos u1, ug, u3 € entao o potencial da curvatura nula
-A,- foi escrito em termos dos trés campos complexos. Utilizou-se entao a constru-
¢ao de Schwinger para escrever a condi¢do de curvatura nula em uma representacao
genérica que contivesse todos os pesos da representagio adjunta do SU(3).

Nessa representacao , s6 foi possivel recuperar as equagoes de movimento quando

se impuseram os vinculos

A%B* =0 A™TB % =0



AMBY =(  A®B™ =
A%BY =(  A®B® =
ARB= =  ATMB® =
ATMBT® =) AT®BTN =
A"@B™® =( AT®BT% =)
AMB @ =( A “B% =
(1.0.1)

onde Af sdo as componentes do potencial A, dado por
A,=g'0.9

sendo ¢ unitario e pertencente a algebra. E interessante que se faca um estudo das
solucoes deste submodelo e que se verifique a existéncia de solugoes tipo séliton, ja
que o modelo de Skyrme-Faddeev é de grande interesse fisico por ser uma tentativa

de se explicar a teoria de Yang-Mills no limite infravermelho.



Capitulo 2

Modelos Integraveis em Duas Dimensoes

2.1 A equacao de Lax

Em 1955 Fermi, Pasta e Ulam estudaram o comportamento de redes nao lineares
através de simulagoes numéricas. Eles consideraram um sistema composto por N
massas ligadas por molas nao lineares. Nas simulacoes apenas o modo mais baixo
era excitado. A expectativa era que o sistema tivesse um comportamento ergédico,
ou seja, que depois de algum tempo a energia estivesse igualmente distribuida entre
os modos. O que ocorreu foi que apenas os modos mais baixos eram excitados
e, depois de algum tempo, se obtinha uma configuracdo aproximadamente igual a
configuracao inicial. Este fato indicava que deveriam haver quantidades conservadas
que restringiam o espaco de fase. O sistema deveria possuir simetrias escondidas.
Analisando o problema de Fermi, Pasta e Ulam, M.Toda propos em 1967 que se
a forca da mola fosse proporcional a exponencial do deslocamento [12], o sistema
poderia ser resolvido exatamente (os dois primeiros termos da expansio exponencial
recuperam a lei de Hooke). Com base nessa proposicio ele considerou o potencial

V(r)= %e*br +ar (2.1.1)

onde ab > 0
O potencial (2.1.1) pode ser expandido da forma

v, b a
De modo que as equacoes de movimento sao:
den ’ ’
proa —V (rp_1) +V (1) (2.1.2)

onde
yn = deslocamento da massa n



Tn = Ynt+1 — Yn

e
V'(rn) = d‘;i:") =—ae " +a

A diferenca de potencial é dada por

V() + V(1) = a0 ) — )

(2.1.3)

Fazendo as segintes redefini¢oes \/%t — teby, — g, em (2.1.2) e (2.1.3), as

equacoes de movimento se tornarao

2
d q” — 6_((171_(]77,71) _ e_(qn-l-l_q") = %

dt? Cdt

De modo que as quantidades

1 -Gpt1-9n)
= —€ 2

a’n
1
bn - = n
2])
satisfazem b
— =2(a?_, — a2) (dinAmica)
dt
day, ) L.
% = ap(bp — bpy1) (cinemdtica)

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

(2.1.7)

(2.1.8)

No caso da rede periédica, onde se tem, por exemplo, um sistema com N massas

conectadas através de molas, introduz-se as matrizes

b1 aq 0 s 0 an
aq b2 ags -+ 0 0

0 ay b3 --- 0 0

bnvo1 an-—1

aN 0 “ e “ e aN—l bN
0 —aq 0 0 an
ai 0 —ay --- 0 0
0 Qs 0 0 0
M = .
—an-1
—ay 0 cee eee an— 0

(2.1.9)

(2.1.10)



Partindo-se de L e M descritos em (2.1.7) e (2.1.8) pode-se chegar na equagao

de Lax,

dL
— =M,1] (2.1.11)

Uma das conseqiiéncias desta equacao é que

IL,=TrL" (2.1.12)

sao quantidades conservadas, visto que

%Tr L* = Te(M,LIL" + L[M,LIL™ ® + -+ L™ '[M, L])
= Tr([M,L"]) =0

A conservagdo (1.1.12) também pode ser expressa através dos autovalores de L,
da seguinte forma

Lt) | $@)) =] ¥(t)) (2.1.13)
derivando em relacao ao tempo,tem-se
LIgy+L|)y=XA[y)+A| ) (2.1.14)

Observe-se que L é hermitiano, de modo que (¢ | L = A(% |.
Ao se substituir (2.1.11) em (2.1.14) e multiplicar por (1 | a esquerda, obtém-se

(¢ [ [M,L]| ¢) =Xy | ¥)

(O | IML]| ¢)=(¢ | ML—LM | 4) =0

ou seja

dA
@ _ 2.1.15
7 (2.1.15)

Se N = 3, as quantidades conservadas sao

Ii = by +by+0s

I2 = blb2+b2b3+b3+b1 —af —G,g —(Lg (2116)
Ig = b1b2b3 — bla% - b20§ - bga% + 2@1@20,3

1

SH = I? —2I,

As matrizes de (2.1.9) e (2.1.10) pertencem & dlgebra de SL(N) e as quanti-
dades conservadas estdo relacionadas ao grupo SL(N) pois foram obtidas a partir
da equacao de Lax, definida nessa algebra. Nao se conhece nenhuma simetria da
Hamiltoniana associada ao grupo SL(N) que leve a cargas de Noether, por esta razao
diz-se que SL(N) é uma simetria escondida do modelo.

As solucoes sélitons e as quantidades conservadas, que levam & integrabilidade da
teoria, estao relacionadas a esta estrutura algébrica.



2.2 Modelos Integraveis

Considere um sistema Hamiltoniano com N graus de liberdade (p;, ¢;), onde
1 =1,2,---,N. Caso este sistema possua N quantidades conservadas e estas es-

tiverem em involugdo (o parénteses de Poisson nulo)

0L, 0L _ 91, 0L _

{In, Im} = 0 D0 Das Ipr (2.2.17)
existe uma transformacao canonica
(Pi, @) — (Fi, w;) (2.2.18)
tal que:
1. F; = F;(I)

2. A Hamiltoniana é uma funcao somente de F; de modo que w; sdo coordenadas

ciclicas.

Assim sendo, o sistema é integravel por quadraturas

dF; OH
= — = 2.2.1
= = 2.2.2
7 OF, cte ( 0)

Dai, pode-se notar que

w; = ctet + cte

De modo geral nao é facil encontrar as simetrias associadas as leis de conserva-
¢ao e, para alguns modelos - como os que satisfazem as condigoes do Teorema de
Liouville - encontrar a transformacgao canonica que leva as variaveis de angulo-a¢ao

nao é uma tarefa simples.

Sendo assim, foram desenvolvidas técnicas exatas, nao necessariamente baseadas
no formalismo Hamiltoniano ou Lagrangeano, que permitem construir quantidades
conservadas e solugoes. Essas técnicas estdo baseadas em um problema linear asso-
ciado.

A grande maioria das teorias que apresenta solucoes sélitons possui uma representa-
¢ao das suas equagoes de movimento em termos da equacao de Lax, ou da condigao

de curvatura nula.



Na secao anterior tratou-se de um sistema de particulas, mas pode-se também
considerar as equagoes de Lax sob uma dtica de teoria de campos. Para (1 + 1)

dimensoes a equacao de Lax é substituida pela condicao de curvatura nula

O, +A,,0,+A4,)]=0

ou
0, A, — 0,A, +[A,, A =0com pu,v=0,1 (2.2.21)

Pode-se recuperar a equacio de Lax ao se considerar z, = t,z = z e A =
L,A, = —M, com ambos independentes de z. A equagao (2.2.21) é invariante pelas

transformacoes de gauge
A, — gAug_1 — Oug g (2.2.22)

onde g sao matrizes de um grupo e A, matrizes de uma algebra de Lie.

A equagao (2.2.21) é uma lei de conservacao que, em geral, leva a quantidades
conservadas ndo locais. Contudo, hd casos em que se pode chegar a quantidades

localmente conservadas.

Supoe-se que exista uma matriz g que transforma as matrizes A, em matrizes
diagonais a,,

1

9gALg " — Oug 971 = ay (2.2.23)

assim

Oy + A, 0+ A = [0y + ay, 0y + 0] = 0pa, — 0vay,

Define-se agora

#=e"a, pr=01 " =1 (2.2.24)
ou seja
§' =% =a, j' = €% = —ag
e dai
a()al — 81a0 = 80j0 — 81j1 =0= 8“]'“ =0 (2225)
Portanto a carga
o
o= / dzj° (2.2.26)
— o0
é conservada, ou seja,
dyp
X _
dt

O numero de cargas conservadas ¢ igual a dimensao das matrizes diagonais.



2.3 O Modelo de Sine-Gordon

Tomando-se a equacao (2.1.4) para o caso periédico com duas particulas (N = 2).
Os deslocamentos das massas ¢, sdo tais que

©2=4q;, G-1=q (2.3.27)

Fica-se entao com as equacoes de movimento

q-o — 6*((107111)_6*((11*’10) (2.3.28)
G = e (@) _ ¢~(90-0) (2.3.29)
ou
d2
=) = e —olow) (2330
d2

De modo que a dinamica é determinada por ¢y — ¢;.

Ao definir ¢ = i(go — ¢1), obtém-se

d?q

—— =4sin 2.3.32

e q ( )
que é a equacdo de Sine-Gordon unidimensional. Pode-se agora definir uma teoria
de campos em (1 4 1) dimensdes e invariante de Lorentz dada por

2

06 + % sin B¢ = 0 (2.3.33)
onde O é o d’Alambertiano, dado por
1 02 0?
=== - — 2.3.34
2ot Ox? (2.3.34)

A equagao (2.3.33) pode ser obtida a partir da Lagrangeana

2

1 m
L= 5009+ T (cos(59) ~ 1)
1 om? [ . Beé.]”
onde o potencial V(¢) = —Qﬁif[sin(%)]2 possui um nimero infinito de vacuos

¢:27r7’n’n:0’1’2’_._



A partir da introducao dos potenciais

A = wig et e (2.3.36)
P e rae —iloys -

A = AL (2.3.37)
P T e —iZo ~

onde A é um parametro arbitririo (parametro espectral). Pode-se verificar que a

equacao de curvatura nula
a()Al - 01A0 =+ [Ao, Al] == 0 (2338)

é equivalente a (1.3.33).
Nota-se dai que o modelo de Sine-Gordon possui uma representacao em termos da

curvatura nula e, neste sentido, ele € um modelo integravel.

E possivel encontrar uma tranformagao de gauge onde

o
gA T =099 ' =a =) al(f))\_” (também valida para poténcias positivas de ))

n=0
(2.3.39)
de onde se conclui que o modelo possui um numero infinito de correntes conservadas
o0
=Y A" (2.3.40)
n=—oo

Carga Topoldgica
Para se chegar em solugoes classicas que possuam energia finita o campo deve
tender ao vacuo (¢ — 2”7") quando z — Fo00. Como o vacuo é degenerado é possivel
que haja um comportamento ndo trivial quando x — +00, ou seja ¢ tende a vacuos

diferentes para r — 400 ou para r — —o0.

Devido a esse comportamento, vai-se introduzir a corrente topoldgica

Jtop. = ﬁs"”aycb (2.3.41)
27
Independentemente das equagoes de movimento, esta corrente é conservada, ou
seja,
auj#op. = gsuuauauqs =0 (2342)
m

A carga topoldgica é dada por

Qup= | _dojly, =1 [ dedup=1—(6(00) —9(~o0))  (23.43)

10



Solugao de 1-séliton

Para encontrar a solugao solitonica do modelo de Sine-Gordon vai-se utilizar o

método de Hirota. Para utilizar este método introduz-se as funcées 7 de modo que

¢ =In_ (2.3.44)

To

a solugao de 1-séliton é,
4 e
o= :I:E arctan e™(@—vi=eo)/Vi=v (2.3.45)

param > 0 tem-se

2
¢—>i—7r T — 00

B

¢p—-0 - —x

e a carga topoldgica sera,
Qiop = £1 (2.3.46)

onde = 1 equivale a um séliton e @:,, = —1 equivale a um anti-séliton.
top /4

Pode-se escolher um referencial de Lorentz no qual a solucao é estatica. Para
este referencial a energia da solucao pode ser interpretada como a massa do séliton.

Para o modelo de Sine-Gordon, a massa do séliton é dada por,

My = om (2.3.47)

32
Quando os sélitons colidem e preservam sua forma, o unico efeito da colisdo é uma

mudanca de fase. Pode-se interpretar os sélitons como particulas da teoria.

As particula usuais da teoria estdo associadas as flutuagoes quanticas do campo
escalar ¢. Linearizando (2.3.33), tem-se:

O¢ + m”¢ + m;ﬂ%zﬁ +.-=0 (2.3.48)

Para = 0 tem-se uma teoria livre (equagao de Klein-Gordon) e as particula

correspondentes tém massa

M =mh (2.3.49)

¢ 8
My =—M 2.3.50
! B2h, ( )



A constante 5 mede a intensidade da interagao entre as particula do campo ¢.
Quanto menor for o valor de 3, mais perto se ficard da teoria livre e maior sera a
massa do soliton. A interacdo entre os sélitons também aumenta com a diminuicao

de g.

Ao quantizar a teoria tanto as particula associadas ao campo ¢ quanto os sélitons
aparecem no espectro. No entanto, existe uma dualidade entre o setor de acopla-
mento fraco e forte. Quando B é pequeno o campo ¢ é fracamente acoplado e os
sélitons sao fortemente acoplados. No caso de 8 grande ocorre o inverso, o campo

¢ é fortemente acoplado e os sélitons sao fracamente acoplados.

Os sélitons correspondem a férmions do modelo de Thirring Massivo e a carga

topolégica dos sélitons é identificada com as cargas elétricas do modelo de Thirring.
Construcao de Correntes Conservadas

Existe uma grande variedade de métodos para construir solugoes e cargas con-
servadas, contudo grande parte desses métodos baseia-se em conceitos de integrabil-
idade que s6 sao validos para duas dimensoes € nao podem ser generalizados para
dimensoes mais altas. Vai-se fazer aqui uma revisao dos conceitos de integrabilidade

que sao validos para um espaco- tempo de dimensao qualquer.

Considere a curva I', parametrizada por ¢ de modo que ¢ = 0 e ¢ = 27 corres-

pondem aos extremos de I'.

r 0=2m
0=0

Seja W uma quantidade definida pela equacao diferencial

w
dW+A dx

— —W = 2.3.51
do “dGW 0 (2:3.51)

com a condicdo inicial de que W(0) = 1 e onde A, é uma conexdo que carrega
valores de uma algebra de Lie G de um grupo de Lie G.

Ver-se-4 agora como W varia sob as transformagoes de I' que possui ponto inicial
x#(o = 0) fixo.
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Tem-se entao,

doW dz* dz*
A A, — = 2.3.52
o + “d06W+5<“do>W 0 ( )

Multiplicando-se & esquerda por W ! e usando o fato de que 2.3.51 implica em

-1 dz?
dVdI; - W‘lAu% =0 (2.3.53)
obtém-se p i s
-1 —1 )\ X X
a __ ax” aor” 3.54
—(WIW) = =W (8,\14“(5:5 A )W (2.3.54)

Depois de uma integracdo por partes, o resultado é:

o , dx*
WoW = W AW + [ do WLEL W on (2.3.55)
0 g
onde
F = 8,4, — 8,4, +[A,, A, (2.3.56)

Caso se considere variacoes de I' onde o extremo em o = 27 também é mantido

fixo pode-se obter da equacao 2.3.55 que:

2 , dx*
Wl@2r)sw (2n) = [ do W‘lFWW%(Sx” (2.3.57)
0

Considere agora que I' seja uma curva fechada (zo = 2#(0) = 2#(27)) e seja uma

superficie ¥ que possui I' como contorno.

Pode-se obter ¥ através de loops que comegam e terminam no ponto fixo zy e
esses loops podem ser parametrizados por 7 de modo que 7 = 0 corresponde ao loop
infinitesimal em torno de zg e 7 = 27 corresponde a .

Agora vai-se tomar uma variacao em W que corresponda & deformagao de um loop

em outro, isto é

d
0 =0T— 2.3.
T (2.3.58)
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e assim pode-se escrever (2.3.57) como

dw(2m)
dr

dzh d
W (2r) / do' W=LF,, W dx de —0 (2.3.59)

O fato de ser possivel escrever W dessas duas formas é precisamente o enunciado
do teorema de Stokes nao abeliano,

(2.3.60)

do' dr

" u
Pexp (75 do A, 2 ) P exp (/ drdo W=, w4 )

onde P e P denotam o ordenamento de caminho e de superficie respectivamente.

Vai-se ver agora como surgem as leis de conservacao . A equacao de curvatura

nula determina que em duas dimensoes
Fo=0 pv=0,1(z1) (2.3.61)

aplicando-se este resultado na equacdo (2.3.57) percebe-se que W é independente
do caminho
Fo,=0— o6W(2r)=0 (2.3.62)

Entéo, caso seja tomado um caminho fechado vé-se que W (27) é igual a W (zy),

desde que o espago tempo nao tenha buracos ou algas.
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Toma-se agora o contorno fechado indicado na figura acima. Para zo = (=L, 0)

e W(xo) = 1, tem-se que W integrado nesse contorno é igual a um. Pode-se notar

também que o valor de W integrado em uma curva ¢ igual ao valor do inverso de W

integrado na mesma curva no sentido oposto, ou seja

de modo que

ou

ou ainda
Impondo que

obtém-se

W(lp)=W(_r)

dai
Tr(W (L)Y = Tr(W (L))"

(2.3.63)

(2.3.64)

(2.3.65)

(2.3.66)

de modo que tracos de poténcias de W integradas no espago de —L até L sao

quantidades conservadas no tempo. Estas cargas conservadas sao obtidas dos tragos

de .
W(T'r) = Pexp (/ dxAm>
-

(2.3.67)

A curvatura nula F},, = 0 em duas dimensodes é portanto uma lei de conservagao .

15



O nimero de cargas depende da dimensao da dlgebra onde A, vive. Geralmente
estas cargas sao nao- locais mas, em muitos casos, é possivel fazer uma transformacgao
de gauge e colocar A, em uma subalgebra abeliana. Desta maneira o ordenamento

no caminho passa a ser desnecessdrio e as cargas se tornam locais.

Sob uma transformacao de gauge

A, — A;L =gA, g —0,997" (2.3.68)
nota-se que
aw' . dat aw’ s dxh s dzh
—F+ A —W = — A, g W —— — 9,997 W ——
do + b do do t94u9 do ngg do
dw’ s dzt dz ,
_ vy RS 7 R P
g(g do 9 0ug9 I/VdajL kdo W)
d(g='W' det
= g( (gdo_ ) 44, —(g~'W )) (2.3.69)

Portanto, através de (2.3.69) tem-se que:
WoW =gWg! (2.3.70)

onde g é um elemento independente de o.

Tomando duas curvas ['; e I'y, unidas em z;

tem-se que
W(y) — glz)W()g !
W(y) — gza)W([y)g, " (2.3.71)
W) — glz)W(T)g
W(T) = W (o)W (Ty) (2.3.72)
nota-se que
g2 = g(x)



consequentemente sob uma transformagao de gauge (2.3.68) percebe-se que W para

uma curva [' transforma como

W — g(z)Wgt(2") (2.3.73)
no caso de uma curva fechada, a transformagao sera

W — g(xo)Wg(2®) ! (2.3.74)

sendo assim TrW* é invariante de gauge.

No caso das cargas (2.3.66) e (2.3.67) também hd invariancia de gauge pois para

que sejam mantidas as equagbes de contorno (2.3.65) precisa-se que
g(L) = g(~1) (2.3.75)
e dai, de (2.3.67)
W(y) = g(L)W(Tr)g (L) = g(L)W(T1)g (L)

e Tt W(I',)N é invariante de gauge.
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Capitulo 3

Teorias Integraveis em d4+1 Dimensoes

3.1 A Generalizacao da Condicao de Curvatura Nula para

Dimensoes mais Altas

A idéia basica de uma teoria integravel em dimensdo qualquer é a de se generali-
zar a representagdo de curvatura nula em (1 + 1) dimensdes para espagos-tempo de
dimensao (d + 1) através da introdugao de uma conexao d-forma [2]. Este método
ja foi utilizado para estudar teorias como Yang-Mills auto-dual, equagoes de Bogo-
molny, modelos sigma nao lineares e modelos do tipo Skyrme. A versao local da
generalizagao da curvatura nula envolve uma algebra de Lie e uma represetacao da
mesma, levando a um nimero de leis de conservacao igual ao nimero de dimensoes

da representacao .

Vai-se utilizar neste método o fato de que a curvatura nula (2.2.21) é a condigéo
suficiente para que a integral ordenada no caminho

P exp (/T Audx“) (3.1.1)

seja independente do caminho.

Em um espaco tempo de dimenséo (d + 1) quer-se construir a curvatura nula

como a condi¢ao para que integrais ordenadas em superficies de dimensao d
Pezxp (/ Ay, dxtr dah? - -dm“d) (3.1.2)

sejam independentes da superficie. Usando esta condicao , pode-se chegar a cargas

conservadas de modo analogo ao do caso bidimensional.

Em 2 + 1 dimensoes, por exemplo, a integral em uma superficie fechada seria
igual a 1, pois poderia ser contraida a um ponto.
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. 2

Tomando o cilindro que tem na base e no extremo os discos g e X; respectiva-
mente e cuja altura seja o eixo temporal. Pode-se escolher condicées de contorno
através das quais se obtém que as integrais nos discos sejam iguais. Como os discos

estao em tempos distintos obtiveram-se leis de conservacao .

O problema para a implementacao dessa idéia consiste no fato de que a condicao
para se obter (2.2.21) independente da superficie é altamente ndo- local. De modo

a contornar esse problema, introduz-se uma 1-forma A, além da d- forma A,,..,,,.

Vai-se estudar agora o caso em (2 + 1) dimensoes. Seja uma superficie 3 com
borda I'. Introduz-se um vetor A, e um tensor antisimétrico B,,, define-se entao

uma quantidade V em ¥ através da equacao diferencial

%

— —-VT(B,A = 1.
— VT(B, A7) =0 (313)
onde \ b g
— [T aow B, WL 14
T(B, A7) /0 doW ™' B, W (3.1.4)
W é construido partir do vetor A, do seguinte modo,
dw dxt
—+A,—W=0 3.1.5
do * L dGW ( )

Faz-se entao uma varredura de ¥ com loops que comecam e terminam em xg € I'.
Os pontos dos loops sao parametrizados por o, com 0 = 0 e 0 = 27 correspondendo
a Ig.

Os loops sdo parametrizados por T,

7 = 0= loop parametrizado em termos de xg

7 = 2r= T (borda)
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Para que V nao dependa da varredura escolhida impoe-se que
Fo =0,A, —0,A, +[A4,,A)=0 pv=01,---.d (3.1.6)

Deste modo, W fica independente do caminho e o integrando de (3.1.4) torna-se

uma funcao local do espago-tempo. Tem-se, portanto
A, =-0,Ww! (3.1.7)

Ver-se-4 agora o comportamento de V' quando se varia a superficie ¥ mantendo
a borda I fixa.

A equagao (3.1.3) nos da

d(VV-Y) v av-t

_ AR o — 1.
- 0= dTV +V =0 (3.1.8)
assim,
dv—1
TV 1=0 3.1.9
dr + ( )
Variando (3.1.3)
oV _ VT —-VsT =0
dr
dai,
—dv !
BVt 5y Ty=1 V6TV =0 onde TV = —0
dr dr
ou 5 .
dovv ) ‘;V ) _ysTy (3.1.10)
-

Efetuando o célculo de 6V (7)V (7)™, obtém-se,

SV(n)V(r)™t = V() [/0% dO'W_le,W%&EV] V7)) +

T , , 27
+ / dr V(r) {/ doW_l(D,\BW + D,B,\
0 0
dzt dz” _ dx? dx¥
o a0 T DB
I} 27 dI‘N I
— [T(B, AT ),/ daW—lBWWE(SxV] } VHT)
0

+ D,,B)\N)W Ry

(3.1.11)

onde
DyB,, = 0\B,, + [A\, B| (3.1.12)
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Considerando agora o caso em que X é uma superficie fechada, ou seja I" colapsou

a xg. Ir-se-a denotar €2 ao volume cuja borda é ¥.

Pode-se agora varrer o volume ) com superficies fechadas que tenham em co-
mum o ponto zy. Tais superficies podem ser parametrizadas por ¢ , tal que { =0

corresponde a zy e ( = 27 corresponde a ..

Varrer esse volume corresponde a olhar as deformacoes dessas superficies fechadas.
Denota-se entao, de modo anélogo a (1.3.58):

d
¢

O primeiro termo do lado direito de 3.1.11 é nulo para 7 = 27, visto que

§=d¢ (3.1.13)

oz’ (r =27) =0

de modo que a equacgao agora fica

d{/’c 2m .
—( drVKV V. =0 (3.1.14)
d¢ 0
onde V, denota V' definido em uma superficie fechada, e onde:
27 dzt dzY
K = / oW (DxBy + DyBos + D, By )W o =
0 do dr <=
—[T(B,A,7), T(B, A, ()] (3.1.15)

Esta é a curvatura no caso de (2 + 1) dimensdes e a condigdo de curvatura nula

D~

K=0 (3.1.16)

Esta condicdo implica que V, é independente da superficie, ou seja
V.=1 (3.1.17)
posto que a superficie pode ser contraida ao ponto xy, desde que o espaco-tempo

nao tenha buracos ou algas.

De modo andlogo ao caso bidimensional, a condi¢ao (3.1.16) - ou (3.1.17) - é uma
lei de consevacao , desde que as condigoes de contorno impostas sejam apropriadas.
Contudo, a condicdo (3.1.16) é ndo-local pois o primeiro termo em (3.1.15) possui

uma integral em o enquanto que o segundo termo tem duas integrais.
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Vai-se utilizar o conceito de espago de loops para formular essas idéias. Dado
um espago-tempo M, de dimensdo (2+ 1), considera-se o espaco do mapeamento do

circulo S em M, tal que z, seja a imagem de um ponto fixo de S’, ou seja
Q(M, z0) = {v: 5 — M|y(0) = z0} (3.1.18)

O espaco dos loops tem dimensao infinita porque é necessario um nimero infinito
de parametros para parametrizar estes mapeamentos.

Uma conexao 1- forma em 2 é definida como

A(z(o)) = 0% dUWl(O')B,w(l'(U))W(O')%&UV(O') (3.1.19)

onde By, e W sao os mesmos vistos anteriormente e dz” é o diferencial no espaco

dos loops que dé o carater de (1- forma) a A(z(0)).

Tomando-se A, em um espaco de curvatura nula, onde vale (2.1.6), é possivel

mostrar que a condicao de curvatura nula dada por
F=0A4+ANA=0 (3.1.20)

corresponde a (3.1.16).
Pode-se concluir entao que a condigao de curvatura nula é local no espaco dos loops

e temos assim condicoes parecidas com as do caso bidimensional.

Para (d+1) dimensdes sdo considerados os mapeamentos de S%~! - esfera (d —1)

dimensional - em M,
QY (M, zp) = {y: STt — M|y(0) = 20} (3.1.21)

A conexdo é definida de maneira andloga a (3.1.19), onde B,, é substituido
por uma d- forma e a condi¢do de curvatura nula é (3.1.20). Vé- se assim que a
generalizagao da curvatura nula para mais dimensoes implica no uso de espacos de

loops.

Nao é dificil perceber que em (1 + 1) dimensoes o espago dos loops coincide com
M pois o mapeamento foi tomado de S° em M.

O problema da nao-localidade pode ser contornado procurando-se condicoes lo-
cais que sejam suficientes para satisfazer (3.1.20) ou (3.1.16).
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Considere uma algebra de Lie G e uma representacao R dela. Constroéi-se entao

algebra nao-semisimples Gg, do tipo Poicaré, por

[Ta; Tb] == ngc
[T., P] = PjR;(T,) (3.1.22)
[P, Pl = 0

Da identidade de Jacobi,
[Taa [Tb, PL]] + [PU [Taa Tb]] + [Tba [PU Ta]] =0
pode-se obter que

PRy (To) Rji(Ty) — fapPruBri(Te) — PeRyj(Ty) Rji(T,) = 0

a

ou seja
R(T.).R(Ty) — R(TY).R(T,) = f5,R(T) (3.1.23)

onde as matrizes R formam uma representacao da algebra ¢

Toma-se agora

A, = AT, (3.1.24)
B, = BP (3.1.25)

Como P é uma subdlgebra invariante segue que,
W'B,W eP (3.1.26)

uma vez que W é um elemento do grupo cuja algebra é G. Consequentemente,

T(B,A,7)€P (3.1.27)
e
[T(B,A,7), T(B,A,7)]=0 (3.1.28)
de (3.1.15) vé-se que a condigao
DBy, + DBy + D, By, = 0 (3.1.29)

é satisfeita para que (3.1.16) seja satisfeita.

Introduz-se agora o dual

(NN

gpupBup (3130)
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as condigoes locais de curvatura nula, fornecidas por (3.2.47) e (3.1.6), sao
D"B,=0 F, =0 (3.1.31)

Em mais dimensdes as condi¢oes de curvatura nula sdo as mesmas que em (3.1.31)
pois o dual de uma d-forma em (d + 1) é uma 1-forma. Quando se tem mais di-
mensoes hd a possibilidade de se introduzir 1-forma, 2-formas, ... até d-formas

tornando (3.1.31) mais complexa.

As condigbes (3.1.31) sdo invariantes sob as seguintes transformacoes

A, — gAug = 0u997"

By — gBug™ geef (3.1.32)
ou
A, — Ay
B,, — Bu+D,a,—D,oy, a,€P (3.1.33)

Essas transformagoes nao comutam e geram uma &dlgebra isomérfica a Gg dada
em (3.1.22).
Em mais dimensoes a transformagao (3.1.33), torna-se
A, = A,
B — B+ DAa=B,+ D", (3.1.34)

onde foi introduzido o dual &, = €40p5.p,, B € uma d-forma e o é uma d—1-forma.

Para que (3.1.33) e (3.1.34) sejam simetrias é importante que A, seja chato, ou seja

[Dy, D] =0
As correntes
Jt=WIBFW (3.1.35)
sao conservadas, visto que
D'B,=0 = 0"J,=0 (3.1.36)

Logo, como J, € P , o numero de correntes conservadas ¢ igual a dimensao da
representacdo R de G. Tais correntes sao invariantes sob as tranformagoes (3.1.32)
mas, sob (3.1.34) elas se tranformam como

Ty = T+ €y O (W2 M W) = J, 4+ 07 (W G, W) (3.1.37)
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3.2 Submodelos Integraveis

O nuimero de correntes conservadas - que pode ser obtido através de (3.1.35) - é igual
a dimensao da representacao de G definida pelos geradores P; de Gg. Deste modo a
nocao de integrabilidade fica relacionada as representagoes de dimensao infinita ou,
de modo equivalente, as dlgebras de Lie ndao semisimples de dimensao infinita do tipo
(3.1.22). Isto é semelhante ao caso bidimensional onde a aparéncia de um nimero
infinito de cargas estava ligada a dlgebras de Lie de dimensdo infinita. Entretanto,
no caso bidimensional as dlgebras eram, em geral, dlgebras do tipo afim e a sua
importancia na teoria de sélitons e nos métodos exatos de construcao de solucoes .
Nao se sabe ainda o quanto as estruturas algébrias do tipo (3.1.22) sdo importantes,
mas acredita-se que tais estruturas tenham profundas conseqiiéncias no estudo de

teorias integraveis em dimensao qualquer.

E bem sabido que condi¢oes como auto-dualidade em teorias de Yang-Mills e
equacoes de Bogomolny em teorias de gauge com quebra espontanea de simentria
por um béson de Higgs na representacao adjunta, sao de fundamental importancia
na construcao de submodelos. Estes submodelos apresentam propriedades que lhes
permitem ser solucionados e tais propriedades nao aparecem quando se toma todo
o modelo. No caso das teorias de Yang-Mills auto-duais, essas condigoes levam a
saturagao no limite da acao Euclidiana e no caso das equacoes a saturacao no limite

da energia.

Vai-se apresentar aqui estrutura um tanto diferente das dos casos anteriores mas
que leva a condigoes para submodelos integraveis apesar de, aparentemente, nao

levarem a saturacdo de limites [13].

Supondo que usando as simetrias de gauge (3.1.32) e (3.1.34) possa-se encontrar

um gauge no qual a conexao A, pode ser escrita como
S
A, = A5+ AF (3.2.38)
onde Aﬁ e Aff sao as componentes de A, na decomposicao
G§=S+K (3.2.39)

onde K é um subdlgebra de G e S é o seu complemento em G. Vai-se supor também
que
(A3, B"] =0 (3.2.40)
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Deste modo a curvatura nula (3.1.31) torna-se
0" By + [A", By] = (0" By + Ay B R(Ka)ig) P (3.2.41)

onde AHK = AZ‘K K,, com K, sendo os geradores de K, e R(K,); ; sendo a representa-
¢ao matricial de K definida pelos P;, isto é

[Ka; Pz] = PjR(Ka)j,i (3.2.42)

Sendo assim, a curvatura nula é determinada somente pela representacao de K
definida no subespago P. Esta representacao é, em geral, redutivel de modo que R
pode ser denotada por

R=YRf (3.2.43)
l

onde R[S sdo as representagoes irredutiveis de K.
Supondo agora que uma dada representacao R* de G apresenta a seguinte regra de
decomposicao
R* =3 R + outros termos (3.2.44)
!

Introduz-se entao o operador
B) = B,;P} (3.2.45)

onde B, ; sao os mesmos coeficientes que aparecem na expansao do B, original em
termos da base P; da representagao R de G, ou seja B, = B,,;P;. P} sao os geradores
de Gpa, associados & representagao R*, correspondentes ao subespago >, RE e se
transformam exatamente como os P; sob uma subdlgebra K, ou seja

(K., P)] = P}R(K,)ji (3.2.46)
Sendo assim, pode-se fazer

D'B} = 9B} + (A%, B)
— (0"Bus + AP By R(K,)iy) P

2

+ [44%, B3] (3.2.47)

E importante perceber que em (3.2.47) o primeiro termo depois da dltima igual-
dade correspode a curvatura nula na teoria em consideracdo , nomeada por (3.2.41).
Consequentemente, caso seja imposto o vinculo

(A", BN = A¥SB,[S,, P} =0 (3.2.48)
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com S, sendo os geradores do subespaco S, pode-se chegar a um submodelo cujo

numero de correntes conservadas sera dado por
A — -1 A
J,=W—B,W (3.2.49)

Supondo agora que exista um nimero infinito de representacdes como R*,que sat-
isfagam (3.2.44) de tal modo que as condigoes (3.2.48) imponham o mesmo conjunto
de retrigoes ao modelo. Sendo assim o submodelo definido pelas equagoes (3.2.41)

e pelas restrigoes (3.2.48) possui um niimero infinito de correntes conservadas locais.

Um caso importante de aplicagao da contrucao descrita acima é quando a representa-
¢ao de G definida pelos P; possui ao menos um singleto de carga nula da subalgebra

K, ou seja: existe na subdlgebra P um gerador P,, tal que
(K, PA] =0 (3.2.50)

Assim pode-se construir facilmente representagoes que satisfacam (3.2.44) con-
siderando produtos tensoriais da representacdo R - definida pelos P; - com ela
mesma. Os subespacos dados pelos produtos tensoriais de R com os singletos Py
transformam do mesmo modo que Y, RX. Por exemplo, no caso de R® R o produto

tensorial Py ® R, que é equivalente a R ® Py, satisfaz
M@K, +K,®1,Py®P]=P,Q P;R(K,);i (3.2.51)

Para o caso de (®R)" qualquer representacio da forma (®P,)' ® R(@Py 1) é
equivalente R (visto como representages da subdlgebra K).

Introduz-se entao os potenciais

n—1
AP = A2 (®1) @ To(®1)" !
=0
B n—1
B = B, ca)(®Py) @ Pi(@Py)" 1! (3.2.52)

1=0

onde se denotou A, = AI‘jTa, com T, sendo os geradores de G e onde c,; sao cons-
tantes. As constantes foram introduzidas porque desse modo pode-se reescalar a
base de cada componente irredutivel das representacoes de K independentemente,
sem que as equagoes (3.2.41) sejam afetadas. Somente os vinculos sdo afetados pelas
constantes ¢y .

E importante notar que a curvatura FIEZ) associada a conexao AIS”) some como
conseqiiéncia do fato de A, ser chato. Deste modo a primeira condi¢do em (3.1.31)

leva, neste caso, as mesmas equagoes vistas em (3.2.41), isto é

0" Byyi + AL By R(Ko)iy = 0 (3.2.53)
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e os vinculos sao

A5 BACS (1) © 5,17 ™), (X (@) © PPy )] =0 (3254)

Deste modo, desde que (3.2.53) sejam as mesmas equagoes que (3.2.41), tem-se
um submodelo e a subclasse de solucdes determinada pelos vinculos (3.2.54).

As correntes conservadas obtidas da curvatura nula sao

I = (@WH"BM(@W)" (3.2.55)

o

Pode-se entdo escolher as constantes ¢,; de modo que (3.2.54) imponha os mes-
mos vinculos para todos os valores de n, assim o submodelo correspondente possui

um numero infinito de correntes conservadas

3.3 O Exemplo do Modelo CP!

Vai-se mostrar aqui que as equacoes cléassicas de movimento do modelo C P! em 2+1
dimensdes podem ser escritas como (3.1.31), o que dé condicoes suficientes para que

V', introduzido em (3.1.3) seja independente da superficie.

O modelo C'P! tem um campo escalar complexo u e sua equacdo de movimento
é dada por
(1+ | u [*)0%u = 2u*(0,u)(8"u) (3.3.56)

onde se utilizou a notagao 0* = 9,0* = 9 — 97 — 2.

Esta equacao de movimento pode ser obtida a partir da Lagrangeana

Opudtu’

L=
(14 [ [2)?

(3.3.57)

O modelo ¢é invariante sob a a¢ao de SO(3). Associada com a isometria

u— e (3.3.58)
tem-se entao a corrente de Noether
1
JNoet- — ___—____(y*0,u — ud,u* 3.3.59
U (1_{_‘“‘2)2(” nlU u Nu) ( )
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Ha mais duas correntes de Noether conservadas vindas das isometrias remanescentes.

Elas sao a parte real e a parte imaginaria da corrente

- Ouu+utut

= 3.3.60
]N (1+ ‘ U ‘2)2 ( )
Este modelo possui carga topoldgica dada por
i 0"u* M
Jrov = _ g —— 3.3.61
Z 27 M [u 2)? (3.3.61)

E importante notar que a Lagrangeana e as equagoes de movimento do modelo

C P! s3o invariantes sob a simetria discreta
1

— — 3.3.62
u— (3.3.62)

O modelo C'P! ¢ equivalente ao modelo sigma do O(3) que é formulado em termos
de trés campos escalares reais ¢ = (@', #?, ¢*). Define-se este modelo a partir da
Lagrangeana e do vinculo abaixo

1 —\ 2 2\ _
L=5 @i (=1 (3.3.63)

Adicionando-se & Lagrangeana um multiplicador de Lagrange \((¢?)—1), consegue-
se as seguintes equagoes de movimento

0°¢ + (0,0.0"¢)p =0 (3.3.64)

O modelo sigma de O(3) é invariante sob as transformacoes globais de SO(3),
¢ — M.p, com M sendo matrizes 3 x 3 ortogonais. Pode-se escrever M como
M = exp(iw;T}), com [T;,T;] = ie;;xT). Sendo assim, as cargas de Noether corres-
pondentes serao dadas por

gy =e"*¢0,0"  i,5,k=1,2,3 (3.3.65)

Note que essas correntes tém a restricao

3

> ¢l =0 (3.3.66)

i=1
Para relacionar os modelos CP' e sigma do O(3), deve-se fazer a projecao es-

tereografica. Toma-se o tri-vetor unitario 4 escrito em coordenadas esféricas

¢, = sinTcosd
¢y, = sinTsin® (3.3.67)
¢y = COST
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Projetando a esfera no plano

2T+7 = w
N T T
T = ——=
2 2
. T
tan 7 = cot B (3.3.68)
Um ponto (6, ®) na esfera corresponde a um ponto (u1, us) no plano
. T
u; = tanTcos® = coticosi)
us = tan7sin® = cot % sin @ (3.3.69)
Define-se agora o campo complexo
1+ 1o
w=-——"= 3.3.70
s (3.3.70)
substituindo os valors de u, tem-se entao
sin Te® T .
w=-———=-cot =€ = u; +iu 3.3.71
1 —cost 2 1 iz ( )
0 campo w € a projecao estereografica de 3.
Deste modo '
1
U= U + iUy = 1 +igo (3.3.72)
1—¢3
o0 campo ¢ pode ser escrito como
6= g (utut, i), [u 1) (33.73)
=———(u+u", —i(u—u*),|ul|” — .3.
1+ |u |2

Substituindo-se (3.3.72) em (3.3.56) pode-se verificar facilmente que o modelo
CP' é de fato equivalente ao modelo sigma de O(3).

Estes modelos possuem cotas do tipo Bogomolny que levam a equacgoes dife-
renciais de primeira ordem. Belavin e Polyakov [5] mostraram que o funcional da
energia

E= [ d0((000)* + (0n0)®) m=1,2 (3:3.74)

satisfaz o limite £ > 87 (), onde @ é a carga topolégica, dada por

1
Q = g /d2$€ijk€mn¢iam¢jan¢k (3375)
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comi,j,k=1,2,3e m,n=1,2. As condicoes que saturam o limite, sao
0oy = 0
Om®Pi = EijkEmn®iOndy (3.3.76)

Quaisquer solucoes destas equagoes diferenciais de primeira ordem sao também solu-
¢oes do modelo sigma de O(3). Em termos de campos u estdticos, as equagoes

(3.3.76) s@o equagoes de Cauchy-Riemann
leul = awZUIQ 8z2u1 = —8;51 U9 (3377)
sendo assim qualquer funcao meromorfica leva a uma solugao estatica do modelo

CcP.

Uma solugao de particular interesse é a de baby-Skyrmion que tem uma unidade

de carga topoldgica e corresponde a

U =T, + 1T (3.3.78)
ou, em termos de ¢
Ty . T2 . 2 .2 2
o= (7 sin f(r), ~sin f(r),cos f(r)); r°=xi+ x5 (3.3.79)
com .
f(r) = 2arctan . (3.3.80)

Vai-se agora mostrar que o modelo C' P! constitui um exemplo das condigoes de

integrabilidade local (3.1.31). Introduzindo os potenciais

1
1+ [u[?)
- 1

_ (1) * p(1)
BM = m(auuﬂ — 8Mu P,l) (3382)

A, (—i0uTy — i0,u™T_ + (udyu* — u*d,u)Ts) (3.3.81)

onde T3, T} sao os geradores da algebra si(2)
[Ty, T] = +T., [T,,T.]=2T; (3.3.83)

e Pl( ),P( ) - juntamente com PO( )_ transformam de acordo com a representagao
tripleto dessa algebra. As relagoes de comutacao associadas a uma representacao

genérica do sl(2) de spin j, com (m = —j,—j +1,---,j — 1,7), sdo dadas por

[T, PY)] = mpPYW (3.3.84)
Ty, PO = \/jj+1 m(m + 1)PY), (3.3.85)
P9, P9 = (3.3.86)
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Nao é dificil checar que o potencial (3.3.81) é chato independentemente das equa-

coes de movimento do modelo C' P!
F,, =0 (nacamada de massa) (3.3.87)
Na verdade, (3.3.81) pode ser escrito como
A, =-0,WwW!
com varias escolhas de W. Duas escolhas bastante uteis sao
W =W, = e+ T=0 o W =W, =™ T-e ¢TI+ (3.3.88)
onde ¢ =1In(1+ | u [?).

Por outro lado, é possivel ver que outro modo de escrever as equagoes de movi-

mento do modelo CP! é:
D,B" =0 (nacamada de massa) (3.3.89)
As correntes conservadas (3.1.35), neste caso usando W = Wy ou W = W, sdo

Jy =WBW = j, P —iv/2 et pit) — jx p{~Y (3.3.90)

u

onde Jévoet' e j, sao dadas respectivamente por (3.3.59) e (3.3.60).

3.3.1 Um submodelo do CP!

( (=1

Para se obter (3.3.89) foi importante que Pll) fosse o mais alto e que P. fosse

mais baixo estado de spin da representagao . Esta condicao deixa de ser necessaria

a0 se introduzir

1

B —__ 1
(4w ]?)

(8uuP1(j)) = 8Mu*P£j1)); com j inteiro e j > 1 (3.3.91)

nio é dificil verificar que D,B*V) = 0, com A, sendo 0 mesmo que em (3.3.81):

1 N . - Y
0 = W{ ](] + 1) — 2(—28uu8“qu2) + zauua“uPyQ))
+ (14 | u [2)?20%u — 260,ud"u) PY) + (1+ | u [*)?0%0 — 2ud,ud*a) PY)}
(3.3.92)
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quando j = 1, tem-se as equacoes de movimento do C'P*.
Por outro lado, para todo j > 1, nota-se que DHB“(j) = 0 sao equagoes de movi-
mento do submodelo C' P! [22]

Ou=0; 0Oud'u=0 (3.3.93)

Qualquer solucio das equacoes acima é solucao do modelo CP!. Contrariamente,
pode-se verificar que qualquer solucao estatica das equagoes de Cauchy-Riemann ou
das equagoes de Belavin-Polyakov (3.3.77) é solucao estética de (3.3.93). De fato o
baby-Skyrmion (3.3.78) resolve (3.3.93).

Entdo, o nimero de correntes conservadas (dado por (3.2.49)) é 2j + 1. Desde
que se tenha uma livre escolha de j, o nimero de correntes conservadas é infinito.
Denotando _

. ~ . ] . .
JO =wBOW = Y 'J;WP,(g) (3.3.94)
m=—j
A forma explicita das novas infinitas correntes conservadas é dada por elementos
Ap11 da acio adjunta WPOW ! = Zin:_j Anmn PY) que pode ser encontrada em
livros como [16]:
J(]’m) _ auUAml - auU*Am_l
g (14w ?)

No caso de j = 1, chega-se nos mesmos valores de J que em (3.3.90). Quando j = 2,

(3.3.95)

tem-se
J@2) _ 2iu(0,u + u?d,u*)
o = (3.3.96)
2 2\,,2 *
ey _ (1=3[ul)0u+ (3= |ul[*)u’du
Jen = G Ta P (3.3.97)
e (I+ [ u [?)? o
com JL(L_Q’"L) = (—l)mJL(LQ’m)T, m = 1,2. Para j = 3, fica-se com
J(3,3) — = \/EUQ(aNU’ + /U/Qal»‘u*) (3 3 99)
g (14 [ u [2)* o
39 ivV10u((=1+2 | u [)0,u + (—2+ | u |?)u?d,u*)
JGD = “ 3.3.100
= T+ [u ) (3:3.100)
J(3,1) — (1 -8 ‘ U ‘2 +6 | u ‘4)aﬂu + (6 -8 ‘ U |2 + | U |4)U'26/-‘u*{3 3 101)
. (I+ [ u [?)* o
A i+ [ Py (33102
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com J&™™ = (=1)mJ@m™ m =1,2,3.

O submodelo (3.3.93) tem outra representacdo para as condigbes de integrabili-

dade dadas por (3.1.31). Sejam P, @ e 1 os geradores da dlgebra de Heisenberg
P,Ql=1 (3.3.103)
Note que, de acordo com (3.1.22), toma-se G = {Q} e R = {P, 1}. Definindo
A, = g(u)d,uQ, B, = f(u)duP (3.3.104)

onde f e g sao funcoes arbitrarias de u.

Pode-se verificar que A, é chato, isto é F},, = 0, e que

DuBu = (Z—{Lauua“u + f(92u> P — fgo,ud"ul (3.3.105)

Deste modo, as solugdes de (3.3.93) resolvem as equagoes (3.1.31).

As correntes conservadas obtidas nesta representacao sao da forma
J, = G(u)0,u (3.3.106)

onde G(u) é qualquer fungdo de v (mas nao de u*). Tem-se que d,J, = 0 como con-
seqiiéncia das equages de movimento (3.3.93). O complexo conjugado de (3.3.106)

fornece um outro conjunto de correntes conservadas.
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Capitulo 4

Modelos de Skyrme-Faddeev

4.1 Introducao

Em 1867 considerou-se pela primeira vez descrever as particulas elementares como
sendo estruturas do tipo vértices de tubos na forma de nés. Tal consideracao foi
feita por Lord Kelvin para descrever os atomos, na época considerados particulas

elementares.

Apesar de a idéia de se descrever atomos como vortices de tubos na forma de nés
ter sido deixada de lado ha muito tempo, esse tipo de estrutura tem se mostrado
bastante 1util em diversas dreas. Por exemplo, em QCD pode-se sugerir que um
fluxo gludnico tubular que confina os quarks nos hadrons possa se emaranhar, su-
gerindo que na teoria de Yang-Mills pura fluxos tubulares fechados na forma de nés
aparecam como estados fisicos.

Para se estudar a dinamica das configuracoes do tipo nd, é necessario tomar
uma teoria de campos Lagrangeana na qual os nés possam aparecer como solitons.
De um modo geral, as equacgoes de movimento que aparecem nesse tipo de teoria
sao altamente nao-lineares de modo que até mesmo encontrar a Lagrangeana dessas

teorias é um desafio em aberto.

4.2 Dualidade Parcial na Teoria de Yang-Mills no SU(2)

Faddeev e Niemi [9] [10] propuseram uma reformulagao da teoria de Yang-Mills no
SU(2) em termos de novas varidveis a fim de tentar descrever a teoria no limite de
baixas energias. Esta reformula¢do admite configuracoes do tipo né como solitons
estdveis. Como conseqiiéncia disto tem-se uma representacao dual da teoria de Yang-
Mills em que o limite de pequenas distancias descreve pontos gludénicos nao massivos
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assintoticamente livres e a grandes distancias aparecem sélitons massivos do tipo né.

A acao original da teoria de Yang-Mills é dada por
1
S=- /dm Tr F? (4.2.1)
g

Segundo a conjectura de Faddeev e Niemi, pode-se fazer a troca do campo A, por
um vetor n*(z) (a = 1,2, 3) de comprimento unitdrio (n.n = 1) e acdo cldssica dada
por
1
S = /dx m?(9,n)* + e—Q(n.Bun x 0,m)? (4.2.2)

esta agdo pode ser relacionada com a agdo de Skyrme para o SU(2), restrita a es-

fera S?, contudo os aspectos topoldgicos destes dois modelos sao bastante diferentes.

Desde que as derivadas com rela¢do ao tempo na acdo (4.2.2) sejam quadréticas,

admite-se uma interpretagao candnica com a Hamiltoniana estatica
1
H=FE +E,= /d?’x <m2(6un)2 + g(n.aun X 3,,n)2> (4.2.3)

O primeiro termo E; coincide com a ac¢ao nao-linear do modelo sigma de O(3)
que, como ja se sabe, admite sélitons estaveis em duas dimensoes. Ao se incluir o
termo em derivada quartica E5, sélitons estaveis de energia finita também se tornam
possiveis em trés dimensoes. Para se chegar a esta conclusao, é necessario utilizar o

argumento de escala de Derrick [7], que serd descrito em seguida.

Fazendo com que
T — pZ (4.2.4)

na Hamiltoniana descrita em (4.2.3), ficar-se-4 com
H=FE +FE,— H=pE + %EQ (4.2.5)
Fazendo a expansdo em torno de p = 1(p — 1 ~ ¢), tem-se
E(p) = (Ei + E2) + (Ei — E»)e + Exe® + O(£®) (4.2.6)

de modo que existem sélitons de energia finita caso F5 esteja presente. Estas solucoes

obedecem o teorema do virial, de modo que

Um séliton descrito por n(z) é uma configuracao localizada em R®, no infinito
espacial | z | oo o campo vetorial n(z) vai para o vetor constante ny. Pode-se
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entdao compactificar R* em uma esfera tridimensional S® e n(x) pode ser visto como
o mapeamento da compactificio R® ~ S3 — S2. Estes mapeamentos geram classes
de homotopia nao triviais 73(S5?) ~ Z que podem ser caracterizadas pelo invariante
de Hopf. De modo a fazer esta caracterizacdo, vai-se introduzir aqui a 2-forma
fechada

F = (dn A dn, n) (4.2.8)

em S2. Desde que Ho(S®) = 0 tenha pré-imagem F} na base S® exata
F, = dA, (4.2.9)

e o invariante de Hopf (carga de Hopf) @y coincide com o termo tridimensional de

Chern-Simons
1
= — FAA 4.2.10
@u 472 JRs ( )
A existéncia de sélitons estdveis em (4.2.3) com um invariante de Hopf ndo trivial é

entdo sugerido pelo limite inferior [21]
H>c|Qglt (4.2.11)

onde ¢ é uma constante numérica.

4.2.1 Justificando a nova acao de Yang-Mills

E importante notar que a acéo dada por (4.2.2) vem da aciio (4.2.1) através de uma
mudanca de varidvel juntamente com um argumento de grupo de renormalizacao
. Sendo assim, esta acao pode ser considerada a unica acao que descreve o limite
de baixas energias da teoria de Yang-Mills no SU(2). O limite de altas energias é
descrito pela agao (4.2.1). Nao é possivel renormalizar a agao (4.2.2) perturbati-
vamente no limite ultravioleta mas, contudo, pode-se descrever a partir desta acao

excitagoes fisicas na teoria de Yang-Mills para o SU(2) a baixas energias.

Como foi visto, a agdo cldssica (4.2.2) descreve sélitons do tipo nd, o que sugere
que a quantizagdo desta acao deva ser feita levando-se em conta as propriedades
quanticas destes sélitons. Do ponto de vista da teoria de Yang-Mills, é bastante
interessante a presenca de sélitons do tipo né. Segundo Faddeev [9], é natural que
se relacione estes sdlitons a fluxos tubulares do tipo corda. Espera-se que estas es-
truturas estejam presentes no espectro infravermelho da teoria de Yang-Mills a fim
de que se possa descrever a forca de confinamento entre dois quarks. Na auséncia
de quarks os fluxos tubulares podem estar presentes como excitacoes de cor neutra,
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neste caso eles colapsam neles mesmos em configuragoes solitonicas do tipo né. Es-

tas configuracoes sao as candidatas naturais para descrever as glueballs.

Sendo assim, tem-se uma representagio dual da teoria de Yang-Mills no SU(2) na
qual o limite ultravioleta é descrito através de polarizagoes pontuais transversais nao
massivas de A, e o limite infravermelho é descrito por fluxos tubulares solitonicos

massivos que colapsam neles mesmos em configuragoes estaveis do tipo né [10].

Gerard t’Hooft descreveu o confinamento como um efeito Meissner dual em um
condensado de monopolos magnéticos [20]. Na teoria de Yang-Mills para o SU(2) o

monopolo magnético relevante é a configuragao singular de Wu-Yang
Tk
Al = Caik_y (4.2.12)
Para descrever um condensado destes monopolos, deve-se fazer uma extensao de
(4.2.12) através da introdugdo de um campo uniforme para o correspondente fator

de ordem. Para fazer a extensao de (4.2.12) é plausivel que se escolha o Ansatz
A% = €44.0n’n° = dn x n (4.2.13)

onde n é um campo vetorial unitario de trés componentes que descreve o conden-
sado. Este ansatz, reproduz (4.2.12) quando se especifica a configuragio singular,
de “hedgehog”, n = =.

O campo vetorial unitario n descreve duas variaveis de campo independentes.
A conexdo quadridimensional de gauge fixo do SU(2) A, descreve seis graus de
liberdade de polarizagao de modo que se deve extender a parametrizagao (4.2.13)
para outras quatro polarizacoes adicionais. Para encontrar uma extensao natural,

deve-se observar que a transformacao infinitesimal
a __ ab_b __ a acb pc b
0A, = Ve’ =0, + " Aje

que é parametrizada pelo elemento de dlgebra de Lie £%(z) = £(z).n%(x), ndo deixa
a forma de (4.2.13) invariante.
Consegue-se que a transformacao acima deixe (4.2.13) invariante, fazendo-se

A, =Cimn+dnxn (4.2.14)
onde C), é um campo vetorial que se transforma como uma conexao abeliana

C, — Cy+ e (4.2.15)
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Sob esta tranformagao de gauge a forma funcional da configuragao (4.2.14) é preser-
vada.

No trabalho de t'Hooft [20] foi visto pela primeira vez que, no estudo do con-
finamento de quarks, era importante determinar a dominéncia abeliana. Cho [6]
conseguiu verificar que a forma funcional (4.2.14) do SU(2) era um truncamento

consistente para a conexao quadri-dimensional Aj.

A invaridncia de gauge abeliana de (4.2.15) implica que (4.2.14) descreve qua-
tro componentes de campo, correspondentes as duas polarizacoes transversais da
conexdo C, de U(1) e as duas componentes independentes de n. De modo a fazer
com que (4.2.14) descreva as seis componentes da conexdo arbitrdria A, vai-se con-
siderar uma transformacao de gauge arbitrdria finita de uma conexao A, qualquer.
Seja

Uz) = exp{ian T

} (4.2.16)

o elemento do grupo SU(2) que determina esta transformacao de gauge. Pode-se

daf encontrar uma tranformagio de gauge da conexao arbitraria A}, como sendo
AV =[(A,n) +dajn+dn x n+sin a(dn + A xn) xn (4.2.17)
A forma funcional de A, deverd ser entao
A, =Cn+dnxn+¢B,+B, xn (4.2.18)

onde ¢ é um campo escalar e By, é um vetor ortogonal do SU(2), tal que n.B, = 0
para todo p. Caso o nimero de componentes de campo independentes carregados por
uma conexao quadridimensional do SU(2) seja seis, o campo ortogonal B, descreverd
apenas uma componente. Pode-se escolher uma componente proporcional a dn de
modo que o Ansatz

A,=C,+dnxn+pdn+odnxn (4.2.19)

parametriza uma conexao quadridimensional genérica. O segundo e o quarto termos
de (4.2.19) foram separados apesar de serem linearmente dependentes. Esta separa-
cao foi realizada para que se pudesse combinar os escalares p € ¢ em um campo
complexo

¢=p+io (4.2.20)

que possui a propriedade de deixar a forma funcional de (4.2.19) intacta sob uma
transformagao de gauge do SU(2) gerada por a® = a.n, com o multipleto (C),, @) se
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transformando como um multipleto de campo no modelo abeliano de Higgs.

Para verificar se a parametrizacao (4.2.19) estd completa, deve-se substitui-la
na acao cldssica de Yang-Mills e encontrar as equacdes de movimento obtidas pela
variacdo das componentes de campo (n, Cy,, ¢). Estas equagoes devem reproduzir as
equagoes de Yang-Mills originais, obtidas através da variagdo da agao (4.2.2) com

relacdo a A, e depois substituindo-se (4.2.19).

A derivada covariante de U(1) é dada por

D,p = 0,0+iCuo
= Oup— Cuo + (00 + Cup)
= Dup+iD,o (4.2.21)

de modo que F,, serd dado por

F. =n(Gu—[1—(p*+0%)]H)+(D,pd,n—D,pd,n)+(D,00,nxn—D,cd,nxn)

(4.2.22)
onde
G, = 0,C,—0.C,
H,, = (n,0,nx0d,n) (4.2.23)

Ao se substituir (4.4.44) em na a¢do de Yang-Mills (4.2.2), fica-se com

1
S = E/dx{n[FW—(1—[p2+02])HW]+(Dup8,,n—D,,p8Mn)+(DM08,,nxn—D,,aaun><n}2

(4.2.24)
ao se fazer as variagoes em (C),, ¢, n), tem-se que
n-V,F,, =0
on-V,F,, =0
onxnF, = 0
D,pV,Fu +D,onx V,F, = 0 (4.2.25)

As relagoes obtidas acima sdo proporcionais as equacoes de Yang-Mills originais,
onde se fez a modificacdo de varidveis dada por (4.2.19). Devido a invariancia de
(4.2.15) com relacao a U(1), somente seis dessas equagoes podem ser independentes.
Tais equagoes coincidem com as equagoes de segunda ordem obtidas ao se variar a
agdo (4.2.2) com relagdo a Af e posteriormente substituir a parametrizacao (4.2.19).
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Na verdade, ao se fazer esta variagao em (4.2.2), chega-se a vinte equagoes , contudo
os trés A§ sao multiplicadores de Lagrange e outras trés equacoes sao de primeira
ordem e correspondem a lei de Gauss no formalismo Hamiltoniano. Sendo assim,
na teoria de Yang-Mills para o SU(2) héd apenas seis equagoes de segunda ordem
independentes. Pode-se entdo notar que a parametrizagdo dada por (4.2.19) é , de

fato, completa.

4.3 Um Submodelo para o Modelo de SF no SU(2)

Arathyn, Ferreira e Zimerman [3] partiram da Lagrangeana do modelo de Skyrme-
Faddeev
2 o 1. 2
L =m*(0n)" — o > H,, + A(n® —1) (4.3.26)

onde H,, é definido por (4.2.23) e 1y = +1 determina o sinal da métrica de
Minkowski. As equacoes de movimento do modelo, escritas em termos de um campo
complexo u, sao dadas por

(1+ | u [)0*L,, — 2u*(L*d,u) = 0 (4.3.27)

e seu complexo conjugado, onde L, ¢ dado por

4 K
L. =m20.u— — K’ 4.3.28
I3 u 62 (1+ | ” ‘2)2 ( )
K, é definido como
K, = (8"u*d,u) dyu — (8,u)” d,u* (4.3.29)
e o campo u é relacionado a n através de
1
n= m(u +ut, —i(u —u), | u|? —1) (4.3.30)
A energia, escrita em termos do campo complexo u, é dada por
E=F +FE, (4.3.31)
onde
Vu |?
E, = 4m2/d3 |7
1 1+ [ u [?)?
2 2 2 1— 2
E2 = 3—/d3$(vu1) (VUQ) (2 4COS ’Y) (4332)
e? (14w ?)

v é o angulo entre os vetores Vu; e Vuy, de modo que E; e E, sao positivos definidos.
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Para estudar as propriedades de integrabilidade do modelo é importante notar

que
Im(L*0,u*) =0 (4.3.33)
de modo que o modelo admite uma representacao de curvatura nula com potenciais
dados por
A, = -9,Ww!
1 . ok * *
= m (—Zauu T_|_ — 'lauu T —+ (Uauu — U auU,) T3)
. 1 : .
v - - () _ 7x pl)
BY = aiTap (£, PP — Ly, PY)

As correntes conservadas sao dadas por

1
JO =3 Jitmpl (4.3.34)
m=—1
com
Ly _ Katpu? g0y _ivEA(RGuKuw) g1y __ g(10

Estas correntes correspondem as trés correntes de Noether associadas a in-
variancia do modelo sob a simetria O(3). O modelo ndo admite um nimero infinito

de correntes conservadas pois a condigao
L,0"u=0 (4.3.36)

nao é satisfeita visto que
L,0"u = m?*(0u)’ (4.3.37)

De modo a se obter um niumero infinito de correntes conservadas, impos-se o

vinculo
(0u)?=0 (4.3.38)

As correntes deste submodelo integravel sao dadas por
JlSjl"'jn) — (I/V—1 R ® W—l)Bl(jl'"jn)(W Q- @W)

Yooy Jhranmem) pi) g .. g pln) (4.3.39)

=1 my=—j

Onde Bﬁjl"'j") é agora dado em termos de L,. As equacdes de movimento (4.3.27)

se tornam agora

o (f(u)ouu) =0 (4.3.40)
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onde 4 9w
=m? — py— W4T
A

Pode-se obter outros submodelos integraveis ao se impor diferentes vinculos mas,

(4.3.41)

devido ao argumento de escala de Derrick, nao haveriam sélitons estaveis em 3+1
dimensoes. Por exemplo, impondo-se m? = 0 s6 seria possivel encontrar sélitons

estaveis em 441 dimensoes.

4.4 Dualidade Parcial da Teoria de Yang-Mills no SU(N)

A decomposi¢io da conexdo quadridimensional Aj da teoria de Yang-Mills para o
SU(2) [10] envolvia um vetor unitdrio de trés componentes n®, um campo de gauge
abeliano C), e um complexo-escalar ¢ = p + i0. Os campos C, e ¢ determinam um
multipleto de U(1) sob transformagoes de gauge do SU(2) na dire¢do de n®, de modo
que

AL =Cyn® + eabcﬁunbnc + pOun® + ae“bc(')“nbnc (4.4.42)

Uma generalizacao de (4.4.42) para o SU(N) foi proposta por Faddeev e Niemi [11],

tem a seguinte forma

Al = CZm? + fabcaumfmf + pijfabcaumfm§ + aijdabcﬁumfmg (4.4.43)
Com 7 = 1,---, N — 1, classifica-se a subdalgebra de Cartan. Deve-se entao con-
struir N-1 campos vetoriais mutuamente ortogonais m¢, onde a = 1,---, N?> — 1 =

Dim[SU(N)], de modo que tais campos descrevem N (NN —1) varidveis independentes.
Caso sejam considerados apenas os dois primeiros termos do lado direito de (4.4.43),
obter-se-4 a conexdo de Cho [6] para o SU(N). Os campos vetoriais C}, de modo

andlogo ao que acontecia no SU(2), se transformam como conexdes de U(1)
C, — C, + 0, (4.4.44)

onde os «; sao elementos da dlgebra de Lie que geram N — 1 transformagoes de

gauge independentes, do seguinte modo
a; = a;miTe (4.4.45)

Sendo assim, os campos C?, descrevem (D — 2)(N? — 1) varidveis independentes. Os
¢ij = p” + 0 sdo os N(N — 1) complexo-escalares independentes, mapeados um
no outro pelas transformagées de gauge de U(1), dadas por (4.4.45). Os (Ci, ¢y),
do mesmo modo que no SU(2), podem ser vistos como uma cole¢ao de multipletos
abelianos de Higgs. Os campos p” e ¢ podem ser decompostos em um tensor
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simétrico de traco nulo, um tensor antisimétrico, um vetor e nas representacoes de
singleto do SO(N-1). Em D dimensoes, (4.4.43) descreve

N(N-1)+(D—-2)(N—-1)+N(N—-1)=2N?*+ (D —4)N + (2 - D)

variaveis independentes. No caso de D = 4, o nimero de varidveis independentes
dado acima coincide com (D —2)(N%—1), que é o nimero de varidveis independentes

transversas descrito pela conexao A de Yang-Mills no SU(N).

A definigao da algebra de Lie do SU(N) consiste em N? — 1 matrizes N x N

hermitianas de traco nulo 7%, com
1 1 1
TaTb — _— fab M abcTc - abcTc
5 N(S + 5 f + 2d
normalizados a .
(T°,T% = Tr(T°T?) = 55“”

Os f%¢ sao constantes de estrutura reais totalmente antisimétricas e os d** sao

coeficientes totalmente simétricos
1
ida”c = Tr(T{T®, T}) = Te(T*(T°T¢ + T°T?))

Na representacao assim definida, é possivel selecionar a subdlgebra de Cartan, de

modo que

= e 2(N—2)
E : ijk jijl —
d7d N

ij=1

5 (4.4.46)
Para quaisquer matrizes A, B, C, D é valido que

Te([A, Bl{C, D} + [A,C]{B, D} + [A, D|{B,C}) = 0

Tv([A, B)[C, D] + {A, C}{B, D} — {A, D}{B,C}) =0

Vai-se introduzir agora as matrizes (F?) = fo%¢ que definem a representacio

adjunta e (D*)* = d¥°, fica-se entdo com

[Fo, D] = — febepe (4.4.47)

2
= (§edgbe — gacgbdy (4.4.48)

D Db — abc e
[ ) ] f ch+N

onde as matrizes D® tém trago nulo.
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Ao conjugar as matrizes de Cartan H; da representagdo adjunta por um elemento

g de SU(N), consegue-se um conjuto de vetores da algebra de Lie dados por
m; = miT® = gHyg™* (4.4.49)

Por construcdo os m¢ dependem de N(N —1) varidveis independantes e sdo ortonor-
mais, ou seja
_ a a __
(mi, mj) = m; mj = 0;

de modo que é possivel verificar que

{m,-, mj} = dijkmk (4451)
Tr(m;0,m;) = (m;,0ym;) =0 (4.4.52)

Também é valido que o operador dado por
— fehme frtme = 5% — mim? (4.4.53)

é um operador de projecao e esta relacao também pode ser escrita utilizando-se o
operador de permutacao do SU(N), como

—[mi, T ® [m;, T =T @ T* — m; ® m; (4.4.54)

Considerando a 1-forma de Maurer-Cartan dada por

dgg ™" = we, Tdz" (4.4.55)
encontra-se que
dm; = [w, my] (4.4.56)
Cada matriz de Cartan H; pode ser usada para construir uma 2-forma simplética
de Kirilov na orbita de 58751]5_)1,
O = Tr(Hig 'dg, g "dg)) (4.4.57)
' = 0

Os 2 esta relacionados com as representagoes de SU(N). De acordo com o teorema
de Borel-Weil, cada combinacao linear de Q¢ com coeficientes inteiros corresponde a
uma representagio irredutivel de SU(N).

E possivel escrever as 2-formas Q' em termos de m;. Para tanto basta que se
combine (4.4.53) com a relacao (4.4.56) e a identidade de Jacobi.

Q' = Tr(my[dmy, dmy)) (4.4.58)
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ou em componentes
Qi,ul/ = fabc m? au mz 61/ mz (4459)

A conexao invariante do SU(N) -Af- pode ser decomposta em
A=Cm+ (1+ p)[dm,m|+ odm,m (4.4.60)

Em quatro dimensoes tal decomposi¢ao contém o nimero correto de variaveis para
uma conexao geral do SU(N). A dois forma F' = dA + AA éobtida por substituicao
direta. A estrutura de F' em termos de m; é dada por

F;u = mg(aucf/ - auCL - m?Qiu,, + - (4461)

Os termos que nao foram colocados explicitamente dependem de ¢;; e/ou estao na
U(N)
U(l)N—l .
o SU(N) os termos restantes poderao ser encontrados. Para uma conexao plana

direcdo de Caso se calcule a 2-forma de curvatura da conexdo de Cho para

tem-se que
dCt = Q' (4.4.62)

A generalizagao da a¢do (4.2.2), proposta por Faddeev e Niemi [11] para o SU(N)

proposta por Faddeev e Niemi é entao dada por

s = [ d'f

M2 1
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Capitulo 5

O Modelo de Skyrme-Faddeev para o SU(N)

5.1 A Condicao de Curvatura Nula para o Modelo de SF

no SU(N)
Partindo da acdo do modelo de SF para o SU(N) dada por
N-1
S=>5; (5.1.1)
i=1
onde
4 1 2
S; = /d )2+ =5 ([0ums, 0,mi))) (5.1.2)

i
Vai-se calcular as equagoes de movimento da teoria. Para tanto, serd necesséario se

utilizar a relacao
=699~ g Hig '] (5.1.3)

De modo que ao se fazer a variagao da acao fica-se com
- / d'z Tr( (0"J1) m;) (5.1.4)
onde se utilizou a integracao por partes e se definiu

Ji = M23,m, + ;12[8”77%, [8ums, D] ] (5.1.5)
i
E importante notar que dm; possui componentes em todas as direcoes da algebra de
modo que as equagoes de movimento nao sao »_; 8“th = 0. O nimero de campos da
teoria é igual & dimensdo de SU(N)/U(1)N e J! tem componentes com a dimensao
de SU(N).
Usando (5.1.3), a equacgdo (5.1.4) pode ser escrita como

59, = _/d‘*xTr(a“JZ[5gg’l,gHz'971])

= /d4x Tr([g~'0"J., Hi16gg9™") (5.1.6)

47



O nimero de componentes de [g_la“JZ
de modo que as equagoes de movimento sao
N-1 .
g o' T g, Hi] =0
i=1
Introduzindo agora
i i 1
J,=9C,g
é possivel se obter de (5.1.5) e de (5.1.3) a relacdo

L
C, = 9 Jug

_ 4. 1 _
= Mg 0,0, Hi] + (19709, Hil, 197D

i
De modo que agora chega-se, a partir de (5.1.8), em
- —
o*J,=gD"Clg
Onde a derivada covariante D* é dada por
D# = 9" + [AH] ]

com
A, = g*1 o g

De modo que as equacdes de movimento do modelo se tornam

z [DACEH ] =0

De modo a simplificar a notacao vai-se introduzir

hi = [gilaugaHi] = [A/uHi]

deste modo A
C, = M?h;, + g[h , (R, 1]
dai(5.1.13) fica
[DC}, H | = 0 [C), Hy | + [ A%, [ C,
como

[hf, Cul =0

48

' CHG ]+ R Cz]

i] é igual & dimensdo de SU(N)/U(1)" ™!

(5.1.7)

(5.1.8)

Hi]ag_laug7Hi]]]

(5.1.9)

(5.1.10)

(5.1.11)

(5.1.12)

(5.1.13)

(5.1.14)

(5.1.15)

(5.1.16)

(5.1.17)



pois

i) = M2 [ ] o e, [ ]

i u wr v

=~y [t i v 1) = 5 [ ([ 13] 2]

[t v [ )] = [w, [t [ ] ]
- - (1, [ [ 1]

pode-se entdo escrever as equagoes de movimento na forma
N-1 .
> 4B, =0

i=1

com o potencial B}, definido como

BZ = [0;, H;)

(5.1.18)

(5.1.19)

(5.1.20)

(5.1.21)

O ntumero de correntes conservadas do modelo € igual & dimensao da representa-

¢ao do grupo, de modo que para conseguir um numero infinito de correntes con-

servadas deve-se tentar escrever as equacoes de movimento em uma representagao

infinita.

Pode-se perceber ainda que o potencial A, apresenta a seguinte propriedade

Al = (g7'0,9)" = 0u9'g = 970y = —A,

onde se utilizou o fato de que g é unitario (g7 = g71)

No caso do potencial B,, tem-se que

Bl=-5
pois
B =[C, Hi]'
onde
H/ =H, El =E_,
entao
Bl =

dai

C/j = Mzzhp—i_ g[hza [hwhu]] = Cp
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como conseqiiencia do fato de Bif = —Bi, tem-se agora que

(B )t =-B;° (5.1.28)
sendo assim,
i ia i,af
B = ZO (Bi"Ea — By E_,) (5.1.29)
a>

5.2 O Modelo de SF para o SU(3)

Serd colocado agora um estudo do modelo de SF no SU(3) que posteriormente serd
generalizado para o SU(N).

Inicialmente foi realizada uma parametrizagdo do SU(3) em termos do campo u,
para tanto colocou-se que um elemento g de SU(3) poderia ser parametrizado de
acordo com

g = D12(¢1,601) D13(h2, 02) Das(ds,05) Dya(1)1, 12) (5.2.30)
com0<O;,<m, 0<¢;<2m , 0<p;<Arm
e
eib1/2 0 0 COoS %1 —isin %1 0
Dy, = 0 et/ g —isin% cosZ 0
0 0 1 0 0 1
ei2/2 () 0 cos2 0 —isin
D3 = 0 1 0 0 1 0
0 0 e /2 —isin%2 0 cos%
0 0 0 1 0 0
Dyy = 0 ei®s/2 0 0 cos %3 —isin %3
0 0 e 193/2 0 —isin %3 CoS %3
/2 0 0 1 0 0
Dy = 0 e ™/2 g 0 e¥2/2 0 (5.2.31)
0 0 1 0 0 e ™2/?
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Definiu-se o campo u como
u; = — tan %e"‘i’l Uy = —sin %36%(_¢1+¢2+2¢3) Uz = — tan %G%(¢1+2¢2) (5.2.32)

de modo que

01 I 03 1 02 1

5 = \/W COS 5> \/W COS 5 = m (5233)

Assim foi possivel chegar a parametrizacido do SU(3) dada por

COS

g =U,UsU, e%((‘ﬁl+¢2+¢1)H1+(¢2+¢3+¢2)H2) (5234)

Onde os H; sdo os geradores de Cartan do SU(3) e os U; sdo dados por

U, = T w1 0
ViFlu P g o P
1 \/1+ | (%) ‘2 0 0
Uy = T 0 1 duy (5.2.35)
+lua | 0 g 1
U3 = T 0 \/1+|’U,3 |2 0
\/1+ | us |2 -
U3 0 1

(5.2.36)

Pode-se separar o potencial A, em termos que estdao na direcao dos H; e em

termos que estao na dire¢ao dos operadores de step F,, do seguinte modo
_ AH E
A=A, + A, (5.2.37)

Onde Aﬁ e AE sao escritos em termos do campo u como

AH (24 Jug 2+ |us > — | ua [*| us |?) (— (v} Oyur ) + ug Oyul)
4 (14 [y 2) (14 [ug 2) (14 [ ug [?)
5 (ugu3 Opuy + ujusdyuy) — (ud 0yuz ) + usg O, ul

(I Lwn 2) (14 [us [2) 1t [ug 2 40+ w2 )
(142 Jug [?) (— (uduus ) + uz Juul)
4 (1+ [ ug [?) (14 | us |?)
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AP

AP

AP

AP

AP-e

AFes

AP-a

(luz [* = us [* + | u2 [*| ug |°) (= (uf9uur) + u1 Opui)
4 (1 |y ?) (14 [ug [2) (14 [ us [?)
5 (ug uj 0yuy + ubuz duuy) L= (u} Oyug ) + us 0,ul
(14 | uy [2) (14 | ug |2) /1+ | ug 2 4 (14 [ us [?)
- (U; alﬂllg) + us 8uu§
4 (1+ [uz [*) (14 us [?)

1 Opun
(1+ | g [2) /14 g [2/14 [ ug 2
usug (— (Ui Opur) +ui Gpuy ) ub Oy us
2 (14w 2) /14 Jua 2 1+ [ us ) /14 w2 2 (14 | us 2)
1 Opul
(1+ | g [2) /14 | g [2/14 [ ug 2
up uj (— (u] Opur ) + u1 Oyui ) ug 0, u}
2 (14w 2) /14 Jua 2 1+ [ us ) /14 g 2 (14 | us 2)
u9? uf O us u3 O, u}

(U g 2) (1 Jug 2) 14 [us 20 (4w 2) (1 [ug [2) /14 [ us |2

Sug (142 g |?) (= (u Q) +wy By}
(Ut Tur P) (1 g ) (14 | us )

i Oz Luy (— (uf Ouus ) + uz O,us)
1+ | ug 2 (14 Jug [2) (1+ [ us [2)
uj O,y uy? uz 0, u}

U+ [2) (4 [up ) 14+ us 2 (14 Tus 2) (14 | uz ) (/14 [ us 2
%u; (1+2 |us ) (= (uf0uur) + w1 Ouui) i i Oy
(I [ [2) (I [ug [2) (1 [ us ) 1+ ug 2
53 (= (uj Ouus) + u3 9uuj)
(1+ [ug [?) (14 [ us [?)

_ ( (%) 6Nu1 )
(1+ | ug 2) /14 [ g [24/14 [ ug |2

Lug (— (uj Opur ) + ug Oyu}) N i 0y u3
(At [un 2) 14 Tue [P A [us 2) /14 [ue P (14 | us [?)
us 0, u}
(L L ) /14 [z 2 /14 g P
2ul (— (uj Opur ) + ug Opu}) i Ou

(5.2.38)

+
([ [2) /14 ug [P (4 us [2) /14 [ug 2 (14 [ us [?)
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O potencial B,, também pode ser escrito em termos do potencial A, e dos ger-
adores do SU(3), como
B, =B} + B} (5.2.39)

com B[l =0. Os B por sua vez sio dados por

GU{AL A, S AN Y — QAR A A Y — BA M AT A Y
ATO2AS A® Y — 9 A703 A1 403 V)

A;al (2m% + gl(A;OL;;AO:g v + A;a2Aa2 v + 8A;a1Aa1 I/))
gi(—2A03 A0 ATV | A% AT02 ATV g A% Aar gar v
_ 2A;a2A;a1Aa2 v + A;agA;alAag u)

BY = AN (2mE 4 (A, 0PA% Y + A, A% £ 8A, M AN YY)

=
8
+ o0+ 4

1

Bt = J(AR(g1+9g2) A, %A% + A%2(2m] + 6mj + g1 A, A%
+ 9g2A;a3Aa3 v + 2g1A;a2A052 v + 1892A;a2A02 v _+_ 491A;01Aa1 I/)
— 2(4(A% g A A Y QAT Ao goz

T (01 + 9g2) (A, AGAN Y 4 AT AR A YY)

bu
g
I

1

; (2455 (g1 + 9g2) A, P ATRY —2AR g AP AT — 1842 gy A, 02 AR
4Az1glA;a2A—a1 v _ 8A;a1glA;a2Aa1 v + A;agglA;azAas 14

9A, gy A, 02 A% Y + A% (2m] + 6m3 + g1 A, ** A%

0ga A, ® A Y 4 291 A, A% Y 4 180p A7 %2 A% Y + 4g A7 A Y))

1
4
+ 1892A;a3Aa3 v +g1A;a2Aa2 v + 992A;a2Aa2 v + 491A;a1Aa1 IJ)
— 2(—2(A01 g A, AN Y 4 AN AT A Y

T (g1 9g2) (A7 AGTANS Y 4 AT A A V)

+ + +

a3
BH

(AZk2 (91 +9g2)A, A Y 4+ AZ“* (2m§ + 6m§ +2g1 A, > A%

v

B,* = %(—2Ag3 (g1 +9g2) A, A" — 242291 A, A Y — 18422gy A, A~ "
— BANGLAWATN Y L 4ATN g AR AM Y 4 AT g A AN Y

+ 9AO2gy AT AN Y + AT (2m] + 6m3 + 2914, %0 A% Y

+ 18ge A AN Y 4 g1 A A Y + 99 A, A Y + 491 A, A Y)) (5.2.40)

onde g; é dado por

4
9= — (5.2.41)
€
Segundo (3.1.35) as correntes conservadas sao dadas por
Jt =W BMWY (5.2.42)
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onde W = U,;U3U,. Tem-se entao, oito correntes conservadas, visto que o nmero de

dimenses da representacgao adjunta do SU(3) é oito.

5.3 A Curvatura Nula em uma Representacao Qualquer

5.3.1 A Construgao de Schwinger

Ao estudar as relagoes de comutacao de momentos angulares arbitrarios, Schwinger
[18] percebeu que tais relagoes poderiam ser reduzidas as relagoes de comutagdo do
oscilador harmonico.

Considerando a algebra dos osciladores harmonicos, tem-se que as relagoes de

comutacao para os operadores de criacao e destruigao sao dadas por

[ai, a;] = 51']' (5343)
e supondo que haja uma representacao matricial 7' de uma algebra de Lie G, define-se
entao
J(T) = a}Tj;a, (5.3.44)
Dai o comutador de J(T') e J(T'), serd dado por
[J(T), J(T)] = alTyja;a} Tya; — azTZJajakalal (5.3.45)

Como
a’]a’k [a;, ak] + ak% = ak% + dij
Sendo assim

!

[J(T), J(T)] = afTy(afa; + 6p)Tar — alTy;(afa; + 6x) T
= o (Tijle - Tijle)al +a; a;rcajal(Tikal T Tkl)
= ol(T,T, — T, Tj)a

ou seja,
[J(T), J(T')] = J(IT, T) (5.3.46)
De modo que partindo de dada uma representacao matricial é possivel escre-
ver uma representacao em termos de operadores, como os operadores de criacao e

destruigdo . O. Babelon e L.A. Ferreira [4] propuseram que os operadores escritos

na forma 5
al=¢ a= 9 (5.3.47)
desde que
0
[as, a;r] [8_CZ’ Gl = 0y (5.3.48)

poderiam ser utilizados como parametro espectral.

o4



A Construgao de Schwinger para o SU(3)
A representagao tripleto do SU(3) é dada por [14]

010 000 00 1
Ei=[{000]| E2=[001 Egz(ooo
000 000 000 (5.3.49)
1 00 00 0
H=[0-10]| H=|01 0)
0 00 00 —1
com
E_,=E] (5.3.50)

De modo que utilizando-se (5.3.44),(5.3.47) e (5.3.1), os operadores J(T') serdo

agora dados por

J(Hl) :CI%_CZ% J(HQ) _42%_433(23
J(E1) = Gpg J(E-1) = Goge,
J(Ey) = CL% J(E_2) = Csaz
J(Es3) = G5 J(E_3) = G352

000 010 00 —1
Et=1001]| Ea=l0001| Es=[00 0

000 000 00 0 (5.3.51)

00 0 1 00

H=|01 0| H=|[0-10

00 —1 0 00

com

E_,=E] (5.3.52)

Assim, para a representagio anti-tripleto os operadores J(7T') -utilizando-se (5.3.44),(5.3.47)
e (5.3.1)- serao dados por

) =G G () = G — G
J(E1) = Capg J(E1) = Gag;
J(Ey) = Cu% J(E 5) = CQa%l
J(Bs) = —Ci 55 J(E-3) = —Gpz;

E importante notar que J(T) e J(T) comutam e que J(T) + J(T) também forma

uma representacao .

[J(T) + J(T), J(T") + J(1")] =
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= [J(T), J(T)] + [J(T), J(T")] (5.3.53)
= J(T, 7))+ J(T,T7)

5.3.2 Construindo uma Representacao Genérica

Para que se obtenha um nimero infinito de correntes conservadas locais é essencial
que se escreva a condicao de curvatura nula em uma representacdao infinita que
contenha todos os pesos da representacao adjunta.

As raizes do SU(3) escritas na representagao adjunta sao dadas por

‘0‘1>:Cl€r2 ‘—041>:C2C_3 \042)=C2C_1
| —an) =Gl | a)=0G | —as3) =GG

Pode-se entao reescrever o potencial B,, em uma representacao genérica

(5.3.54)

B, = [iGGBY+f1GGEB, " + 264 B?
+ [2GGB, Y+ fsGG B+ f3(:(3B,* (5.3.55)
Sendo que os f, sao fungoes de monomios dos (;’s que possuem peso nulo na direcao

dos H;’s, ou seja, os f, sao funcoes de invariantes.
Os invariantes do SU(3) na representagio adjunta sdo dados por

a=88 2= 2=006G a=00G (5.3.56)

Sendo J(T') + J(T) atuam em uma fungao qualquer dos invariantes z; de acordo
com

Hif=0 Hyf=0

E.[ = %[(zl - Z%)am + 21290, + 21230,; + Z4az4]f
E ..f = % (71 — Z%)am + 21290,, + 230, + 21240, f
E.,f = % (22 — 23)0,, — 210, + 202304, + 240y, f

E—azf = %[_21821 + (22 - Zg)azz + Z3az2 + Z224az4]f

Eagf - %[_Zlam - legazz + 21Z223az;; - Z4824]f
3

E_of = % (210, + 212505, + 2304, — 2120240, f (5.3.57)

E possivel escrever os f, da seguinte forma

fo = 2323 fal21, 20) (5.3.58)
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De modo a justificar a forma dos f,, é importante que se observe os operadores
D=%) Gs D=%L1Ga (5.3.59)

Como os geradores da algebra estao em termos de operadores da forma Cia% ou
C_ia%’ é facil perceber que D e D comutam com todos os geradores. Assim, D e D
se comportam como operadores de Casimir.
Dado um estado em uma representacio irredutivel com autovalor A para D e A
para D
D|iv)y=X|v) D|v)=X]|2) (5.3.60)

todos os outros estados devem ter os mesmos autovalores desde que cada estado seja
obtido a partir de | v) através da aplicagdo de uma série de geradores.

D e D medem a soma das poténcias dos ¢; ’s e dos (; ’s, respectivamente. Isto
significa que numa representacao irredutivel onde todos os estados sdo polindémios
em (; e (; a soma das poténcias de ¢; e (; é fixa. Os invariantes z; e 2z, possuem
autovalor zero, de modo que os estados podem ter qualquer poténcia dos mesmos.
Contudo, os invariantes z3 e z, possuem autovalor 3 de modo que as fungoes f,

devem ter apenas monomios de z3 e z4. Assim a nova forma dos f, estd justificada.

O Operador de Casimir Quadratico
Partindo de

2 -1
Tr(HaHb) = Kab Kab = ( )
1{21
Tr(ELE o)=—=1 K, = 3 ( ) (5.3.61)

Tem-se que o operador de Casimir quadratico é dado por
1
Cy = §(2H12 +2Hy + HiHy + HoHi + Y (EoE_o + E_oE,) (5.3.62)
a>0

Escrevendo os H;’s em termos de ( fica-se com

HY = (01407 — 266010, + &0 + (505
H} = (305 + (05 — 202(30205 + (305 + (505
HiHy, = (16010, — (1(30305 — (20 — (505 + (2(3050,
EiE_1+E_1Ey = (01 + 2000102 + (20,
EsE o+ E 9Ey = (20; +2((30:05 + (303
EsE 3+ FE 3FE3 = (101 + 2130103 + (303 (5.3.63)
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Entao

Coy = ZQa +3 Z C1C23132 + €1€30103 + (2(30203)
= _{ Z (i¢;0;0; + 4 Z G:0;} (5.3.64)
1,j=1

E possivel checar este resultado fazendo

[Co, G0l = 3_(Gi¢;8:0;Cedh — (401G:¢;0,05) = 0 (5.3.65)
1,J
onde

~ 8
02=02—§ZQ8¢

Considerando agora o comutador

[Cs,G0m] = D [¢i¢jCki0;0k, 0]

ik
GiCiCk0i05 (0k10m + GOkOm) — C(Om (CiC;Ck))0i0;0k
= GGiCjCkOm0;0;0, = 0 (5.3.66)

Enao ,aparentemente, o que se tem é um numero infinito de operadores tipo
Casimir, dados por

3

Cu= > GG (04050, (5.3.67)

j17j27"',jn:1
Foi visto que C'; mede a soma das poténcias dos (’s, vai-se ver agora o que faz Cy,
D GG0:0;¢M R =
2
= GO0 (GG GG + BumaGI GG + Byl GG )
= G¢ {(5j1m1 ((m1 — 1)6;, zetaT 2T + Gy maC TS + 6, ms (™M TG ;"3_1)
85,y (B (PG G + %(mg D¢ + 6i3m3c i)
0, (TR GT + maCM GG 6 (g = 1M GG ) |
= (m1 (m1 - ].) + mimeo + myms + momy + mg(mg — 1) + MoMms + M3My
+ms(ms — 1)) GG

= — Zmi + mf + mg + mg + 2mimeg + 2mims + 2meoms
i

_ (Z mi>2 - (5.3.68)
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De modo que é conveniente definir

Co = > (105,05 G0,

J1,32,0n

= G0 2605+ 32 G i
J1 J2 In
= (Zgjaj) = D" (5.3.69)
J

E suficiente que se observe D para saber a respeito da irredutibilidade da representa-
¢d0 pois ndo se consegue maiores informagdes ao se olhar para os operadores de

Casimir.

As Equagoes de Movimento
As equagdes de movimento do modelo dadas por (5.1.20), serdo agora reescritas
em termos do novo B, dado por (5.3.55). Explicitamente o comutador de A e B é

dado por

OB + BM(2A™M — AM2) 4 A% B~ — A"®B* = (
OB* + B2 (—A™ 4+ 24™) 4+ A" B* — A%B™™ = (
OB + B*3 (A" 4+ AM?) 4 A B — ABM = 0

OB~ + B~ (=24 + AM2) 4 A2 B — A7@B* = (
OB + B~2(AM — 24M2) 4 A7 B — AMB™® = ()
0

OB~ + BT (=AMt — Af2) 4 Ame2 gm0 — AT BT = (5.3.70)

Segundo as equacoes (5.3.70), é necessario que o comutador de A e B nao possua

termos de peso nulo, ou seja A | B)|o = 0, de modo que

Al B)o = GG{A™™ B (21 — 27)0, + 21220, + s+ 1+ (1 + 8)z1]fu
A BT () — 22)0,, + 21200, + 5+ 1+ (1 + 8)z1]|f 1}
GG{A™ 2B [=210,, + (22 — 22)0,, + 5+ 1 + (1 + 5) 2] fo
A2 B2 210, + (7 — 22)0,, + 5+ 1+ (1 4 5) 22 f—o
A BBY 2102 + 21220, + s+ 1 — (1 + 8)z120] f
A®BB= 210, — 21220, — 5 — 1+ (1 + 8)z129] f_3} = 0
(5.3.71)

No SU(3), é valido que
A™B® — A°B~* =( Va (5.3.72)
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de modo que ¢ necessario apenas que

{(z1 — 20)02 + 212000 + (L +51) (1 +20) }(fr + fo1) +5-(1— 21)(fr — [
{=210, + (22 — 23) 0z + (1 + 54) (1 + 22) }(fo + fo2) + 5-(1 — 22) (fo — f—2
{21021 + 21220, + (1 4+ 5.)(1 — 2120)}(fs — f—3) + 5_ (1 + 2122) (f3 + f—3

onde

§=5y+s_

Combinando-se agora os termos de pesos que sdao iguais a uma dada raiz

A| B)|a e asequagdes (5.3.70), chega-se em

—Vifo2 4+ ((1 + s)z122 — 5) f—2
—Vafs + (s + (14 3)22) f3
—Vafs+((1+8)zm+8)fs
Vifo+ (s — (1 + 8)z122) f2
Vafs + (1+s+52)f3
—Vifo—(-1-35+suz)f
Vifi+(1+s—3z2)fi
Vafos+ (1+5+s21)f-3
Vafo+ (1 +5)z1 +35) f2
—Vafi+ (1+ s+ s2)fi
—Vof1— (1 +s+52)f
Vafoo+ (s+(1+38)z)f 2

onde se introduziu a notacao

Vi = 20, + zlzgan
Vo = 20, — (20 — 23)822

Vs = (21— 2)0: + 2120,

Os V; ’s podem ser relacionados de acordo com

Vi—21Vo—=V3=0

) = 0
) 0
) = 0
(5.3.73)
§=5;y —s_ (5.3.74)

z122 1

—22/1

z2f-1

—z122f 1

f2

—f2

f-

—f-2

z1f3

—f3

f-s

—21f 3 (5.3.75)
(5.3.76)
(5.3.77)

Tomando agora os termos de A | B) que sdo a soma de duas raizes vizinhas e

usando as equagoes (5.3.75), obtém-se

(5=s)(1-z2)-Dfs+f2 = 0
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(=) 1—z)+z)fo—2ufs =
(=s)1+z2)-1)fi+fo =
(B=5)1+22)—2n2n)f2tannfi =
(5=95)1—2)+2)fs—2f1 =
(5=95)A—2) —1)fa+fs =
(B=98)1=22) —2)fs —22fi =
(=s)A—2)+)fi+fs =

(5 =38)(1+ z122) + z122) fo — z122f1 =
(=90 +zazn)+1)f1-fi =
(=s)A—2)+1)fs+f2 =
(G=5)1—2z1)—2)fo2—2nfs =

o O O o o o o o o o o

Denotando,

wi=0GE-—8)1—2) we=0GE—-3)(1—20) wz=(5—39)(1+212)
Analisando as equagoes (5.3.78), nota-se que é necessario que

wi+ (—1+z2)w1 =0 wi—(=142z)w =0
wi+(1—2)we =0 w3 —(1—29)wy=0
wi+ (14 2122)w3 =0 w2 — (1+ 2129)w3 =0

De modo que

w1=w2:w3:O

sendo assim, § = s, e

f=fhh=fi=-fi=fai=—fo=—f3

Retornando agora as equagoes (5.3.75), tem-se

— (14 8)z120—8)f = —z122f
V1f +(s=(1+s)nzn)f = —unznf
Vif —(=1—=s+szz)f = f

)

)

)
Vif+(Q+s—snz)f = f
Vof =(s+ (1 +35)2)f = —zf
Vaf =(A+5)z2+3s)f = ——2f
Vaf =(1+s+sz)f = —f
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Vaf —=(1+s+sz)f = —f
Vaf + (1 +s+s2)f = f
Vaf+(1+s+sz)f = f
Vaf + (A +s)zr+s)f = af
Vaf +(s+(L+35)z)f = af (5.3.83)

dai tira-se as trés equacoes para f,

[zlazl + 21220, + s(1 + 2122)] f =0 (5.3.84)
[zlazl — (2 — 25)0,, — s(1 + 22)] f =0 (5.3.85)
(21 = 20)0:, + 21220s, + s(1+21)| f = 0 (5.3.86)

Ao se fazer (5.3.84)-21(5.3.85) obtém-se a equacao (5.3.86), de modo que hé apenas
duas equagoes linearmente independentes. Subtraindo-se (5.3.85) de (5.3.84),

((z122+ 1 = 29)200,, + 8(24 20 — 2122)) f =0 (5.3.87)
dai 24 (1 )
+ — 21)%2
Inf=—go o E)% 3.
290, In f ST (1= 22 (5.3.88)

Fazendo agora z5(5.3.86)-(5.3.84), fica-se com

((ZQ — 2129 — 1)218zl + 8(Z2 + 22122 — 1))f =0

22122 + 29 — 1
0,, 1 = — 5.3.89
102 Ilf 8—2’122+2’2—1 ( )

denotando
wi =1Inz , 21 =€t
wy = In 29 , 29 = 2 (5.3.90)
de modo que
Oy, = 210 Oy = 2205, (5.3.91)

de modo que as equagoes (5.3.87) e (5.3.89) tornam-se

1 w2 2 witw __ 1
Onf _ e+ (5.3.92)
Ow; —ew2 4 ewitwz 1
Oln f ev? — ewitwz 4 9
o = Sew2 S (5.3.93)
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Derivando (5.3.92)em relagio a wy e (5.3.93)em relagao a w; fica-se com

a In f 3s ew1+w2

Owz0wr - (ew2 — ewitwz — 1)2 (5.3.94)
Onf _  3s(ement) 5395
Ow10ws o _(6""2 — ewitw2 _ 1)2 ( 3. )

Vé-se entao que as equagoes (5.3.92) e (5.3.93) s@o incompativeis, a nao ser que
s = 0. Neste caso

In f = frws + Baws + 7 (5.3.96)

onde 3; = efi e v = ¢7 e f serd dada por
[ =22 (5.3.97)
Substituindo f em (5.3.87) e (5.3.89) obtém-se

(B + 522122)7zflz22 = 0
(B — (1 — 22)Bo)yet' 25 = 0 (5.3.98)

é entao necessario que
pr=p2=0 (5.3.99)

de modo que f = constante, sendo assim retorna-se a representacao adjunta. Como
ndo foram impostos vinculos para os termos de A | B) que estdo na diregdo da
soma de duas raizes vizinhas, s6 é possivel obter as equagoes de movimento na
representacao adjunta.

Ao se tentar analisar a existéncia de vinculos para os termos de A | B) que sao
iguais ao dobro das raizes, chega-se novamente a equagoes que sao inconsistentes a
nao ser que f, sejam dadas por constantes ou por singletos.

Sendo assim, os vinculos que devem ser impostos para que se recuperem as equa-

¢oes de movimento sao dados por

A%B% =0 A @B =
A B = ()  A™B™ =
A®2B% — ()  A®B® =
A®B ™ =0 A @B® =
ATMB=® =0 A®B ™M =
A @B =0 A®B®=
AMB @ =( A @B™ = (5.3.100)
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Além de se impor os vinculos dados por (5.3.100) é necessério ainda que se resolvam

as equagoes

{(z21 = 2)8s + 212200, + (1 +5) (1 + 20)}(fr + fo1) +5-(1 — 21) (1 —
{=210: + (22— 23)0, + (1 +5:) (1 + 2) }(fo + fo2) +5-(1 — 2) (f2
{21021 + 21220, + (1 + 5.)(1 — 2120) }(f3 —

1)
2)
f3)+s (1+212)(fs + f3)
—Vifoo+ (14 8)z122 — 8) f2
—Vafs + (s 4 (14 5)z2)f3
—Vaf s+ ((1+5)n+5)f
Vifa+ (s = (1+5)z122) f2
Vafs+ (1+s+521)f3

—Vifor = (-1 =58+ s212)f
Vifi+ (1 +s—szuz)hf
Vafos+ (14 8+ s21)f-3
Vafot+ (1 +5)z1 +5) f2
—Vaofi+ (1 +5+s2)fi
—Vafor = (1+s+52)fa
Vafoa+ (s + (1 +3)z1) 2

f-
- f-

z122f1
—22 /1
zof 1
—z122f1
fa

—f

f-2

—f-2
213

—/f3

f-3
—z1f-3
(5.3.101)

onde os V;’s sdo definidos em (5.3.76). As solugdes de (5.3.101) levam a representacao

adjunta. Assim sendo, nao é possivel encontrar, através do método aqui utilizado,

uma representacao na qual seja possivel encontrar um nimero infinito de correntes

conservadas.

5.4 Conclusoes

O método utilizado neste capitulo para construir submodelos integraveis do modelo

de Skyrme-Faddeev (SF) associado ao SU(3), consiste basicamente em considerar

representacoes que contenham estados com os pesos da representacao adjunta. Isto

é o ponto de partida em (5.3.55). A partir daf tenta-se encontrar um ntimero minimo

de vinculos de tal maneira que a curvatura nula seja satisfeita em uma representagao

infinita ou entao em um nimero infinito de represntacoes .

O método é na verdade

o mesmo utilizado no caso do modelo de SF associado ao SU(2) em [3]. No entanto,

ao contrario do caso SU(2) nds nao conseguimos encontrar para o modelo do SU(3),

submodelos com um numero infinito de correntes conservadas.
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A razao principal para tal diferenga é a seguinte: o modelos SF associado a
SU(N) é definido no espago coset SU(N)/U(1)¥~!. A conexdo A, da curvatura nula
pode ser dividida em duas partes, A, = AT + A7, onde AT pertence a subdlgebra
U(1)N', e A7 ao plano tangente de SU(N)/U(1)"'. No caso do modelo associado
ao SU(2) a curvatura nula depende somente de A, isto é,

D"B, = "B, + A", B,] = 0"B, + [AuH ’ Bu] (5.4.102)

Ou seja, a curvatura nula depende somente da representagao de U(1) definida por B,,.
No caso dos demais modelos associados a SU(N) para N > 2 o mesmo nao ocorre.
A curvatura nula depende de todas as componentes de A,. Talvez a razao principal
para isto é que SU(2)/U(1) é um espago simétrico enquanto que SU(N)/U(1)N 1
para N > 2 ndo é. Note que SU(2)/U(1) pertence também & série de espacos
CPY~! dados por SU(N)/SU(N—1)xU(1), que sio espagos simétricos. O operador
B, dado por (5.1.21) e (5.1.15), contém somente geradores do espaco tangente de
SU(N)/U(1)N~1. Desta maneira no caso N = 2 estes geradores sio fmpares sob o
automorfismo involutivo definindo o espago simétrico. Logo o comutador [A“E , By, ]
é par e nao deve contribuir para a curvatura nula. No caso N > 2 isto nao ocorre
pois nao ha um automorfismo garantindo a paridade dos termos.

No caso em que a curvatura nula depende somente da representagao de um
subgrupo, como no caso de N = 2, existe uma maneira bastante precisa de se
construir submodelos integriveis proposto em [13]| e discutido na se¢ao 3.2 desta
tese. A idéia é buscar representacoes do grupo que contenham em sua decomposi-
¢ao em termos de representacoes do subgrupo aquela representacao dada por B,,.
Isto garante que as equagoes de movimento serdo obtidas a partir da curvatura nula
nestas novas representacoes , restando somente a andlise dos vinculos. Vale dizer
que nem todos os submodelos integraveis conhecidos sao obtidos desta maneira.
O submodelo da teoria de Skyrme proposto em [15] é um exemplo disto onde o
método utilizado é direto. Nossa tentativa de construir submodelos integraveis para
a teoria de Skyrme-Faddeev para N = 3 foi feita através deste método direto uma
vez que as técnicas de [13] ndo se aplicam neste caso. No entanto, praticamente
mostramos que nao existem tais submodelos integraveis para o caso N = 3. As
dificuldades surgem exatamente da parte das equacdes de movimento provenientes
do termo [A“E, Bu] da curvatura nula. Quando colocamos o operador B, em
uma representa¢ao que contém os pesos da represnta¢ao adjunta, como em (5.3.55),
e substituimos na curvatura nula obtemos automaticamente a parte da equagao de
movimento contendo OB e A” B (veja (5.3.70)). Para obtermos as partes envolvendo
A%B temos que impor condic¢oes nas fungoes f; introduzidas em (5.3.55). Note de
(5.3.70) que obtemos duas condi¢oes para cada equac¢ao de movimento, pois existem
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dois termos da forma A®B em cada uma delas. Logo obtemos 12 condicoes sobre 6
funcoes f;’s. Além disso, a imposicao de que nao devemos ter termos da curvatura
nula na direcdo dos pesos nulos adiciona outras 3 condigoes sobre osf;’s. Estas
15 condigbes sdo dadas explicitamente em (5.3.101). Note que elas sdo equagoes
diferencias lineares de primeira ordem nos invariantes z; e zo. O fato do niimero de
equacoes exceder o nimero de funcoes acarreta incompatibilidades por duas razoes,

a saber,

1. Utilizando equacoes que contenham derivadas de uma dada funcao f; podemos,
através de combinacoes lineares destas equacoes , obter expressoes para as
derivadas 0,, f; e 0,,f;. Em muitos casos estas expressoes sao incompativeis
pois implicam que 0,,0,, f; # 0,,0,, [i.

2. As derivadas ocorrem nas equacoes diferenciais através dos operadores V;, i =
1,2, 3, introduzidos em (5.3.76), que satisfazem a relacdo Vi — 21V — V3 = 0.
Utilizando tal relacdo é possivel obter combinagoes das equacoes diferenciais
onde as derivadas sao eliminadas. Ou seja, obtemos equagoes algébricas entre

as funcoes f;’s, que limitam ainda mais o nimero de fungoes independentes.

Sao estes dois pontos que inviabilizam a obtencao de representacoes , além da
adjunta, onde a curvatura nula é satisfeita como consequéncia das equagoes de movi-
mento e possiveis vinculos. Por sua vez, como explicamos acima, estes dois pontos
tém sua origem no fato do termo [A“E , BN} na curvatura nula, nao zerar.

Portanto, acreditamos que uma maneira de buscar submodelos integraveis para
a teoria de Skyrme-Faddeev para N > 2, seja reduzir tais teorias para aquelas
onde [A“E, Bu] = 0. Ou seja, impomos vinculos a teoria de SF para que as
técnicas de [13] sejam aplicdveis. Seria importante investigar esta possibilidade mais
profundamente para se tentar entender as possiveis estruturas de integrabilidade

presentes na teoria de Skyrme-Faddeev para N > 2.
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